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١ ف  ص  ل

ک  ارب  ردی خ  ط  ی ج  ب  ر

ح  س  ن  ی ح  م  ي  د و ج  ع  ف  رب  ل  ن  د ب  ه  ن  ام گ  ردآورن  دگ  ان:

ل  ک  زي  ان س  ج  اد دک  ت  ر درس: اس  ت  اد

اول. ج  ل  س  ه
ت  غ  ي  ي  ر زم  ان ب  ا ک  ه م  ی ک  ن  ن  دد) ت  وص  ي  ف را س  ي  س  ت  م ي  ک ک  ه (م  ت  غ  ي  ره  اي  ی اب  ع  اد از م  ج  م  وع  ه ای دی  ن  ام  ی  ک  ی: س  ی  س  ت  م ھ ای

م  ی ک  ن  ن  د.

آزاد س  ق  وط ح  ال در ج  س  م ی  ک .١-١ م  ث  ال

g = ۱۰
mn

Sec
, v = −gt+ v۰ , x = −۱

۲
gt۲ + v۰t+ x۰

ب  ع  دی ی  ک س  ی  س  ت  م م  ی ک  ن  ی  م. ت  وص  ی  ف v س  رع  ت ب  ا را س  ی  س  ت  م ای  ن
اس  ت. خ  ط  ی زم  ان ب  ه ن  س  ب  ت X اس  ت). خ  ط  ی و ی  ع  دی ی  ک م  ی ش  ود. ت  وص  ی  ف خ  ط  ی راب  ط  ه ی  ک ب  ا (س  رع  ت X

x۰ = −gt+ v۰ = v

پ  ان  دول .١-٢ م  ث  ال
،θ ب  ه ن  س  ب  ت غ  ی  رخ  ط  ی دی  ن  ام  ی  ک س  ی  س  ت  م

θ(t) = f(θ)



۲

x ب  ه ن  س  ب  ت x۱t۱خ  ط  ی = eatx(۰), x ب  ه ن  س  ب  ت خ  ط  ی , det ̸= ۰

ẋ۱t۱ = aeatx(۰) = ax۱t۱, det = ۰

X = (x۱, . . . , xn) و ẋ۱t۱ = Ax۱t۱ ،x ب  ه ن  س  ب  ت خ  ط  ی دی  ن  ام  ی  ک س  ی  س  ت  م

ex = ۱+ x+
۱
۲
x۲ +

۱
۳!

x۳ + . . .

eAtx(۰) = (I + At+
At۲

۲!
+

At۳

۳!
+ . . . )x(۰)

d

dt
(eAtx(۰)) = (A+ At+

A۳

۲
t۲ + . . . ) = A× (I + At+

At۲

۲!
+ . . . )x(۰)

ẋ۱t۱ = Ax۱t۱

اس  ت. ب  رق  رار x(t) = eatx(۰) ک  ه م  ی ک  ن  ی  م م  ش  اھ ده
:x ت  وان ب  ه ع  دد ب  س  ط

۲x = eln(۲x) = ۱+ (ln(۲))x+ (
ln(۲)۲

۲
)x۲

.(An×mXm×۱ = Bn×۱ ش  ک  ل ب  ه (م  ع  دلات  ی خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه م  ط  ال  ع  ه ی خ  ط  ی: ج  ب  ر
م  ت  غ  ي  ره دو م  ع  ادل  ه دو م  ع  ادلات): (دس  ت  گ  اه ح  ال  ت +a۱xس  اده ت  ری  ن b۱y = c۱

a۲x+ b۲y = c۲

م  ی ش  ود. س  خ  ت ک  ار م  ع  ادلات، و م  ت  غ  ي  ره  ا ت  ع  داد ش  دن ب  ي  ش  ت  ر ب  ا ک  ه ک  ردن، ج  اي  گ  زي  ن اول: روش
م  ت  غ  ي  ره  ا ح  ذف دوم: روش

−a۲

a۱
=

a۱ b۱
... c۱

a۲ b۲
... c۲

 −a۲
a۱

R۱+R۲

−−−−−−−→ R۲ ⇒

a۱ b۱ c۱

۰ b۲ −− b۱a۲
a۱

c۲



دت  رم  ي  ن  ان

b۲ −−b۱ a۲
a۱
̸= ۰⇒ a۱b۲ − b۱ ̸= ۰

b۲ −−b۱ a۲
a۱

= ۰⇒ a۱b۲ − b۱ = ۰



۳

۱ b۱
... c۱

a۱

۰ ۱
... c۲−c۱

a۲
a۱

b۲−b۱
a۲
a۱


۱ ∗۱

... ∗۲
۰ ۱

... ∗۳

 =

۱ x۱
... x۲

۰ ۰
... x۳


دارد. ج  واب ي  ک ف  ق  ط و ش  د س  ازگ  ار م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

دارد. ج  واب ب  ی ش  م  ار و اس  ت س  ازگ  ار دس  ت  گ  اه ،x۳ = ۰ اگ  ر
ن  دارد. ج  واب و اس  ت ن  اس  ازگ  ار دس  ت  گ  اه ،x۳ ̸= ۰ اگ  ر

دارد ج  واب زی  ر م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ک  ه دھ ی  د ن  ش  ان م  ح  اس  ب  ه ب  دون .١-٣ +۲۱۳۹۷xت  م  ری  ن (۱.۵)۱۳۹۸y = ۰

(۱.۵)۱۳۹۸x+ ۲۱۳۹۹y = ۰

دارد. ج  واب م  ی گ  ذرد م  ب  دا از چ  ون .١

ج  واب م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ک  ه م  ی ش  ود ن  ت  ی  ج  ه م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه در ج  ای  گ  زی  ن  ی ب  ا و ھ س  ت  ن  د ص  ف  ر c۲ و c۱ چ  ون .٢
دارد.

دوم ج  ل  س  ه

داش  ت  ه ج  واب ی  ک (دق  ی  ق  ا ب  اش  ی  م داش  ت  ه ج  واب ی  ک ح  داق  ل ک  ن  ی  د. ب  ررس  ی را زی  ر دس  ت  گ  اه س  ازگ  اری .۴-١ س  وال
ب  اش  ی  م.)

x۱ − ۲x۲ + x۳ = ۰

+۲x۲ − ۸x۳ = ۸

−۴x۱ + ۵x۲ + ۹x۳ = −۹

س  ی  س  ت  م  ات  ی  ک روش
ن  م  ی ده  د. ت  غ  ي  ي  ر را دس  ت  گ  اه ج  واب ه  ای ک  ه اع  م  ال  ی

ي  ک  دي  گ  ر ب  ا م  ع  ادل  ه دو ت  ع  وي  ض .۱

غ  ي  رص  ف  ر ع  دد ي  ک در م  ع  ادل  ه ي  ک ض  رب .۲

ک  رد. ت  ع  وي  ض م  ع  ادل  ه ي  ک از ض  ري  ب  ی و م  ع  ادل  ه ه  م  ان ح  اص  ل ج  م  ع ب  ا م  ی ت  وان را م  ع  ادل  ه ي  ک .۳

اف  زوده م  ات  ري  س ت  ش  ک  ي  ل .۴



۴


۰ −۲ ۱

... ۰

۰ ۲ −۸
... ۸

−۴ ۵ ۹
... −۹


م  ق  دم  ات  ی: س  ط  ری اع  م  ال

س  ط  ر دو ت  ع  وي  ض .۱

ک  رد ض  رب ن  اص  ف  ر ع  دد ي  ک در را س  ط  ر .۲

ک  رد. ج  اي  گ  زي  ن دي  گ  ر س  ط  ر از ض  ري  ب  ی و س  ط  ر ه  م  ان ج  اص  ل ج  م  ع ب  ا را س  ط  ر ي  ک .۳

م  ن  اس  ب: ف  رم ھ ای

م  ی آي  د.) در ش  ده گ  ف  ت  ه ف  رم ه  ای ب  ه ض  راي  ب (م  ات  ري  س م  ث  ل  ث  ی پ  اي  ي  ن ي  ا و ب  الا .۱

۴R۱+R۳→R۳−−−−−−−−→


۰ −۲ +۱

... ۰

۰ ۲ −۸
... ۸

۰ −۳ ۱۳
... −۹

 ۱.۵R۲+R۳→R۳−−−−−−−−−→


۱ −۲ ۱

... ۰

۰ ۲ −۸
... ۸

۰ ۰ ۱
... ۳


x۳ = ۳

x۲ = ۱۶

x۱ = ۲۹

ن  داري  م. ص  ف  ر غ  ي  ر ض  ري  ب دوم، م  ات  ري  س اص  ل  ی ق  ط  ر روی زي  را اس  ت س  ازگ  ار دس  ت  گ  اه

ب  راب  ر م  ع  ادلات و م  ت  غ  ي  ره  ا ت  ع  داد ي  ع  ن  ی اس  ت. اس  ت  ف  اده ق  اب  ل ب  اش  د، م  رب  ع  ی ض  راي  ب م  ات  ري  س ح  ال  ت  ی ک  ه در ب  الام  ث  ل  ث  ی ف  رم
ب  اش  ن  د.

پ  ل  ک  ان  ی ف  رم ب  ه م  ات  ري  س ي  ک ت  ب  دي  ل .۲

A =


۲ ۰ ۱ ۵

۰ ۰ ۲ ۳
۰ ۰ ۰ ۱

 , B =


۱ ۴ ۳ ۲
۰ ۱ ۰ ۲
۰ ۱ ۲ ۳
۰ ۰ ۱ ۲


ن  ي  س  ت. پ  ل  ک  ان  ی س  ری B ول  ی اس  ت پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری A ک  ه

ت  ع  اری  ف:



۵

چ  پ. س  م  ت از س  ط  ر آن ع  ن  ص  ر اول  ي  ن س  ط  ر: ی  ک پ  ی  ش  رو ع  ن  ص  ر

س  ت  ون. ي  ک ن  اص  ف  ر ع  ن  ص  ر ب  الات  ري  ن س  ت  ون: ی  ک پ  ی  ش  رو ع  ن  ص  ر
اس  ت. ي  ک ب  راب  ر و م  ی ب  اش  د س  ط  ری پ  ي  ش  رو ک  ه ع  ن  ص  ری پ  ی  ش  رو: ی  ک

ب  اش  د زي  ر خ  واص دارای اگ  ر اس  ت پ  ل  ک  ان  ی ف  رم ب  ه م  ات  ري  س ي  ک پ  ل  ک  ان  ی: ف  رم ت  ع  ری  ف

ب  اش  د. گ  رف  ت  ه ق  رار م  ات  ري  س پ  اي  ي  ن در (۰ ۰ ۰ ۰) ب  ه ص  ورت س  ط  ره  ای ت  م  ام .۱

م  ی گ  ي  رد. ق  رار ق  ب  ل  ی س  ط  ر پ  ي  ش  رو ع  ن  ص  ر راس  ت س  م  ت در س  ط  ر ه  ر پ  ي  ش  رو ع  ن  ص  ر .۲

ه  س  ت  ن  د. ص  ف  ر ه  م  گ  ی پ  ي  ش  رو س  ط  ری ع  ن  اص  ر زي  ر ع  ن  اص  ر .۳

م  ی ب  اش  ن  د ن  ي  ز زي  ر ش  راي  ط دارای ب  الا، ش  راي  ط ع  لاوه ب  ر ک  اه  ش ي  اف  ت  ه پ  ل  ک  ان  ی م  ات  ري  س

اس  ت. ي  ک ب  ا ب  راب  ر پ  ي  ش  رو، ع  ن  اص  ر ت  م  ام .۴

ه  س  ت  ن  د. ص  ف  ر ه  م  گ  ی ع  ن  اص  ر ب  ق  ي  ه پ  ي  ش  رو، ي  ک ح  اوی س  ت  ون ه  ای در .۵

ب  اش  د. ک  اه  ش ي  اف  ت  ه پ  ل  ک  ان  ی م  ات  ري  س م  ی ش  ود ب  اع  ث م  ورد پ  ن  ج ت  م  ام و ب  اش  د پ  ل  ک  ان  ی م  ات  ري  س م  ی ش  ود ب  اع  ث اول م  ورد س  ه

.۵-١ م  ث  ال
۱ ۲ ۰

۰ ۳ ۴

۰ −۳ −۲

 ن  ی  س  ت. پ  ل  ک  ان  ی R۲+R۳→R۳−−−−−−−→


۱ ۲ ۰

۰ ۳ ۴

۰ ۰ ۲

 ن  ی  س  ت. ی  اف  ت  ه ک  اھ ش ول  ی ھ س  ت پ  ل  ک  ان  ی

۱
۳R۲→R۲ , ۱

۲R۳→R۳−−−−−−−−−−−→


۱ ۲ ۰

۰ ۱ ۴
۳

۰ ۰ ۱

 −۲R۲+R۱→R۱ ,− ۴
۳R۳+R۲→R۲−−−−−−−−−−−−−−−−−−→


۱ ۰ −۸

۳

۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۱

 ۸
۳R۳+R۱→R۱−−−−−−−−→


۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۱




١ ٠ ٠ ٢
٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٢

 ی  اف  ت  ه ک  اھ ش پ  ل  ک  ان  ی

س  وم. ج  ل  س  ه



۶

ک  ن  ی  د. ح  ل گ  اوس-ج  ردن ح  ذف  ی روش ب  ه را خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه .۶-١ م  ث  ال
x− ۲y + z = −۶

۲x− ۳y = −۷

−x+ ۳y − ۳z = ۱۱

م  ی دھ ی  م ت  ش  ک  ی  ل را اف  زوده م  ات  ری  س اول. ق  دم

A =


۱ −۲ ۱

... −۶

۲ −۳ ۰
... −۷

−۱ ۳ −۳
... ۱۱


:matlab از اس  ت  ف  اده ب  ا

> C = [۱ − ۲۱;۲ − ۳ ۰;−۱۳ − ۳]

> b = [−۶ − ۷۱۱]

> b = b′

> A = [C , b]

> rref(A)

پ  ل  ک  ان  ی. ک  اھ ش ی  اف  ت  ه س  ط  ری ف  رم [۱ ۰ − ۳۴; ۰ ۱ − ۲۵; ۰ ۰ ۰ ۰] خ  روج  ی:
اس  ت. آزاد م  ت  غ  ی  ر ی  ک z ن  داری  م پ  ی  ش  رو ی  ک ،z س  ت  ون در چ  ون س  ازگ  اری:

z = t t ∈ R

y = ۵+ ۲t

x = ۴+ ۳t

دارد. ج  واب ب  ی ن  ه  ای  ت ن  ت  ی  ج  ه:
ش  ک  ل ب  ه دس  ت  گ  اه ج  واب ھ ای

x

y

z

 =


۴+ ۳t

۵+ ۲t

t

 =


۴

۵

۰

+ t


۳

۲

۱


(۳,۲,۱) ب  ردار راس  ت  ای در م  ی ک  ن  د، ع  ب  ور (۴,۵, ۰) ن  ق  ط  ه از ک  ه م  ی دھ ن  د ت  ش  ک  ی  ل را خ  ط  ی ج  واب ھ ا



۷

دس  ت  گ  اه ج  واب ھ ای .١-٧ م  ث  ال

x۲ − ۳x۳ + ۴x۴ = ۱

۲x۱ − ۲x۲ + x۳ = −۱

۲x۱ − x۲ − ۲x۳ + ۴x۴ = ۰

−۶x۱ + ۴x۲ + ۳x۳ − ۸x۴ = ۱

ض  رای  ب

C = [۰ ۱ − ۳۴; ۲ − ۲۱ ۰; ۲ − ۱ − ۲۴; −۶۴۳ − ۸]

b = [۱ ; −۱ ; ۰ ; ۱]

A = [C, b]

> rref(A)

خ  روج  ی:

X۱ X۲ X۳ X۴
...

۱ ۰ −۵
۲ ۴

... ۱
۲

۰ ۱ −۳ ۴
... ۱

۰ ۰ ۰ ۰
... ۰

۰ ۰ ۰ ۰
... ۰


دارد. ج  واب ب  ی ن  ه  ای  ت اس  ت، ←س  ازگ  ار دارد ج  واب

ھ س  ت  ن  د.) پ  ی  ش  رو ی  ک دارای م  ت  ن  اظ  رش  ان س  ت  ون در (چ  ون واب  س  ت  ه ان  د. م  ت  غ  ی  ر X۲ و X۱

ن  داری  م.) پ  ی  ش  رو ی  ک م  ت  ن  اظ  رش  ان س  ت  ون ھ ای در (چ  ون آزاد م  ت  غ  ی  رھ ای X۴ و X۳

X۳ = t, X۴ = s t, s ∈ R

X۲ = ۱+ ۳t− ۴s

X۱ =
۱
۲
+

۵
۲
t− ۴s


x۱

x۲

x۳

x۴

 =


۱
۲ + ۵

۲t− ۴s

۱+ ۳t− ۴s

t

s

 =


۱
۲

۱

۰

۰

+ t


۵
۲

۳

۱

۰

+ s


−۴

−۴

۰

۱





۸

ب  ردار دو ش  ام  ل و م  ی ک  ن  د گ  ذر (۱
۲ ,۱, ۰, ) ن  ق  ط  ه از ک  ه ھ س  ت  ن  د ص  ف  ح  ه روی ب  ر ج  واب ھ ا ج  واب:

م  ی ش  ود. ((−۴,−۴, ۰,۱), (۵
۲ ,۳,۱, ۰))

خ  ط  ی م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه ی  ک از س  ت  ون  ی و س  ط  ری ت  ص  وی  ر

a۱۱X۱ + · · ·+ a۱nXn = b۱

a۲۱X۱ + · · ·+ a۲nXn = b۲

...

...
am۱X۱ + · · ·+ amnXn = bm

م  ی ک  ن  ن  د. ت  ع  ري  ف را را اب  رص  ف  ح  ه ي  ک م  ی ک  ن  ن  د، ص  دق م  ع  ادل  ه ي  ک در ک  ه ه  اي  ی (X۱, . . . , Xn) ت  م  ام
اس  ت. ص  ف  ح  ه ي  ک اب  رص  ف  ح  ه، ي  ک R۳ در اس  ت. خ  ط ي  ک اب  رص  ف  ح  ه، ي  ک R۲ در م  ث  لا،

ه  س  ت  ن  د. Rn ف  ض  ای در اب  رص  ف  ح  ه m اش  ت  راک = ج  واب ه  ا
ب  رداره  ای ت  وس  ط ش  د ت  ول  ي  د ف  ض  ای زي  ر م  ع  ادل  ه

V۱ =


−۱

۱

−۲

 V۲ =


۱

−۳

۸

 V۳ =


۲

−۱

۱


دس  ت  گ  اه ب  ازن  وي  س  ی

X۱


a۱۱

a۲۱

...
am۱

+X۲


a۱۲

a۲۲

...
am۲

+ · · ·+Xn


a۱n

a۲n

...
amn

 =


b۱

b۲
...
bn


اس  ت. س  ازگ  ار دس  ت  گ  اه آن ه  ا ب  رای ک  ه bnه  اي  ی ت  ا b۱ ت  م  ام ب  ا اس  ت ب  راب  ر س  ت  ون ه  ا ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د ف  ض  ای س  ت  ون  ی: ت  ع  ب  ی  ر

−۱ ۱ ۲
... b۱

۱ −۳ −۱
... b۲

−۲ −۸ ۱
... b۳

 −→

−۱ ۳ ۱

... b۲

۰ −۱ ۱
۵

... b۱+۲b۲
−۵

۰ ۰ ۰
... b۱ + ۳b۲ + b۳


.x+ ۳y + z = ۰ ص  ف  ح  ه ی از اس  ت ع  ب  ارت V۳ و V۲ ،V۱ ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د ف  ض  ای



۹

چ  ه  ارم ج  ل  س  ه

گ  اوس-ج  ردن. ح  ذف  ی روش .١-٨ م  ث  ال

X۲ − ۳X۳ + ۴X۴ = ۱

۲X۱ − ۲X۲ +X۳ = −۱

۲X۱ −X۲ − ۲X۳ + ۴X۴ = ۰

−۶X۱ + ۴X۲ + ۳X۳ − ۸X۴ = ۱

اف  زوده م  ات  ری  س اول: ق  دم
۰ ۱ −۳ ۴

... ۱

۲ −۲ ۱ ۰
... −۱

۲ −۱ −۲ ۴
... ۰

−۶ ۴ ۳ −۸
... ۱


م  ی گ  ی  ری  م. ن  ظ  ر در چ  پ س  م  ت از را ن  اص  ف  ر س  ت  ون اول  ی  ن دوم: ق  دم

ت  ب  دی  ل ۱ ع  دد ب  ه آن را و ک  ن  ی  د م  ن  ت  ق  ل س  ت  ون پ  ی  ش  رو م  ک  ان ب  ه را پ  ی  ش  رو ع  ن  ص  ر س  ط  رھ ا ک  ردن ج  اب  ه ج  ا ب  ا ش  د، لازم اگ  ر
م  ق  دم  ات  ی) س  ط  ری اع  م  ال ان  ج  ام (ب  ا م  ی ک  ن  ی  م. ص  ف  ر را پ  ی  ش  رو ع  ن  ص  ر زی  ر اع  داد س  پ  س ک  ن  ی  م.

→


۲ −۲ ۱ ۰ −۱

۰ ۱ −۳ ۴ ۱

۲ −۱ −۲ ۴ ۰

−۶ ۴ ۳ −۸ ۱

 −→


۱ −۱ ۱
۲ ۰ −۱

۲

۰ ۱ −۳ ۴ ۱

۲ −۱ −۲ ۴ ۰

−۶ ۴ ۳ −۸ ۱

→

۱ −۱ ۱

۲ ۰ −۱
۲

۰ ۱ −۳ ۴ ۱

۰ ۱ −۳ ۴ ۱

۰ −۲ ۶ −۸ −۲



−→


۱ ۰ −۲.۵ ۴ ۰.۵

۰ ۱ −۳ ۴ ۱

۰ ۰ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۰


ک  اھ ش ی  اف  ت  ه) پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری ف  رم (ی  ا گ  اوس-ج  ردن ک  ارب  ردھ ای

م  ات  ري  س ي  ک اگ  ر گ  وي  ي  م م  ع  ک  وس پ  ذي  ر را An×n م  رب  ع  ی م  ات  ري  س م  ع  ک  وس پ  ذی  ر: م  ات  ری  س ت  ع  ری  ف
ب  اش  د م  ع  ک  وس پ  ذي  ر A (اگ  ر BA = AB = I ي  ا (B = A−۱) ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود Bn×n م  رب  ع  ی

(An×nX = b→ BAX = Bb→ X = Bb
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ب  ودن: م  ع  ک  وس پ  ذی  ر ص  ورت در An×n م  ع  ک  وس ک  ردن پ  ی  دا

[
An×n | In×n

]
n×۲n

GJ−→
[
R | L

]
.LA = R A = L−۱R م  ی آي  د ب  دس  ت [ I | A−۱ ] م  ات  ري  س ب  اش  د م  ع  ک  وس پ  ذي  ر A اگ  ر

پ  ن  ج  م ج  ل  س  ه

غ  ی  رھ م  گ  ن و ھ م  گ  ن م  ع  ادل  ه ھ ای
ه  م  گ  ن م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

X =


X۱

X۲

...
Xn

 , AX = ۰ Am×nXn×۱ =


۰
...
۰


غ  ي  ره  م  گ  ن م  ع  ادلات دس  ت  گ  اه

AX = b̂ ̸= ۰

اس  ت. AX = ۰ ج  واب ک  ه اس  ت ب  رداری X̂۰ ک  ن  ي  د ف  رض
| | |

c۱ c۲ . . . cn

| | |



X۱

...
Xn

 = ۰ X۱


|

c۱

|

+X۲


|

c۲

|

+ · · ·+Xn


|

cn

|

 = ۰

اس  ت. ص  ف  ر ب  راب  ر س  ت  ون ه  ا از ح  اص  ل ت  رک  ي  ب اي  ن ک  ه ي  ع  ن  ی .AX۰ = ۰ ي  ع  ن  ی

خ  واص: ب  ا AX̂ = ۰ ھ م  گ  ن م  ع  ادل  ه ج  واب ھ ای ت  م  ام از اس  ت ع  ب  ارت A م  ات  ری  س پ  وچ ف  ض  ای .١-٩ ت  ع  ری  ف
را A(αX̂۱ + βX̂۲) = ۰ م  ی ت  وان ن  ت  ی  ج  ه در AX̂۲ = ۰ و AX̂۱ = ۰ داری  م ب  اش  ن  د، پ  وچ ع  ض  و X̂۲ و X̂۱ اگ  ر

م  ی دھ ن  د. ن  م  ای  ش Ker(A) ی  ا N(A) ب  ا را Am×n م  ات  ری  س پ  وچ ف  ض  ای گ  رف  ت. ن  ت  ی  ج  ه

αAX̂۱︸︷︷︸
۰

+β AX̂۲︸︷︷︸
۰

= ۰

غ  ی  رھ م  گ  ن: و ھ م  گ  ن م  ع  ادلات ج  واب ھ ای راب  ط  ه
دارد. ج  واب ب  ی ن  ه  اي  ت ي  ا ي  ک ه  م  گ  ن، م  ع  ادلات ج  واب ه  ای AX̂ = ۰̂
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دارن  د. ج  واب ب  ی ن  ه  اي  ت ک  ل  ی ح  ال  ت در غ  ي  ره  م  گ  ن م  ع  ادلات AX̂ = b̂ ̸= ۰

.AX̂۰ = b̂ ي  ع  ن  ی AX̂ = b̂ از ب  اش  د ج  واب ي  ک X۰ ک  ن  ي  د ف  رض
ب  دس  ت ن  ي  ز را ه  م  گ  ن ج  واب ه  ای ت  م  ام و ب  اش  ي  م داش  ت  ه را AX = b غ  ي  ره  م  گ  ن م  ع  ادل  ه از ج  واب ي  ک اگ  ر ن  ت  ي  ج  ه در

X۰ + پ  وچ ف  ض  ای از: ع  ب  ارت  ن  د غ  ي  ره  م  گ  ن ج  واب ه  ای ت  م  ام آن گ  اه AX̂۰م  ی آوري  م. = b̂

AX̂ = ۰
⇒ AX̂۰ + AX̂ = b̂+ ۰ A(X̂۰ + X̂) = b

Aŷ = b̂ A(ŷ − X̂۰) = Aŷ − AX̂۰ = b̂− b̂ = ۰


ŷ − X̂۰ ∈ N(A)

y −X۰ = X ∈ N(A)

y = X +X۰ X ∈ N(A)

غ  ي  ره  م  گ  ن ج  واب ه  ای ت  م  ام ب  اش  ي  م. داش  ت  ه را N(A) پ  وچ ف  ض  ای و AX۰ = b ̸= ۰ غ  ي  ره  م  گ  ن م  ع  ادل  ه از X۰ ج  واب ي  ک
X۰ +N(A)

: Rn خ  ط  ی زی  رف  ض  اھ ای
: از ع  ب  ارت  ن  د زي  رف  ض  اه  ا ت  م  ام R۲ ف  ض  ای در

اس  ت.) س  ره زي  رف  ض  ای (ک  ه {(۰, ۰)} .۱

ه  س  ت  ن  د). س  ره زي  رف  ض  اه  ای (ک  ه م  ب  دا از گ  ذرا خ  ط  وط ت  م  ام .۲

R۲ ت  م  ام .۳

از: ع  ب  ارت  ن  د خ  ط  ی زي  رف  اض  ه  ای ت  م  ام R۳ ف  ض  ای در

اس  ت). س  ره (زي  رف  ض  ای {۰} .۱

اس  ت). س  ره (زي  رف  ض  ای م  ب  دا از گ  ذرا خ  ط  وط ت  م  ام .۲

اس  ت). س  ره (زي  رف  ض  ای م  ب  دا از گ  ذرا ص  ف  ح  ات ت  م  ام .۳

R۳ ت  م  ام .۴
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:Rn در زی  رف  ض  اھ ا از م  ث  ال .١-١٠ م  ث  ال

{(۰, ۰, . . . , ۰, xi۱, ۰, . . . , ۰, Xi۲, ۰, . . . , ۰, Xik, ۰, . . . ) ∈ Rn}

ان  ت  خ  اب دل  خ  واه ب  ه آن ھ ا ik, . . . , i۱ م  ول  ف  ه ھ ای ک  ه n−ت  ای  ی ھ ای  ی از ع  ب  ارت  ن  د آن اع  ض  ای ک  ه Rn از زی  رم  ج  م  وع  ه ای
اس  ت. ص  ف  ر ھ م م  ول  ف  ه ھ ا ب  ق  ی  ه ی و م  ی ش  ون  د

:Rn از زی  رف  ض  اھ ای  ی
: R۵ م  ث  ال ب  رای

{(۰, a, b, c, d)|a, b, c, d ∈ R}

{(Xi۱ , ۰, Xi۲ , Xi۳ , ۰)|Xi۱, Xi۲ , Xi۳ ∈ R}

:R۳ در
م  ی ش  ود. گ  ف  ت  ه آن ب  ه Z و Y ص  ف  ح  ه ک  ه R۳ از زی  رف  ض  ا

{(۰, Y, Z)|Y, Z ∈ R}

ب  ه ع  لاوه و اس  ت، (۰, . . . , ۰) ش  ام  ل ک  ه Rn از ن  ات  ه  ی زی  رم  ج  م  وع  ه ی  ک .(Rn (زي  رف  ض  ای ١-١١ ت  ع  ری  ف
م  ی ن  ام  ی  م. خ  ط  ی زی  رف  ض  ای ی  ک را V آن گ  اه ب  اش  د. v, w ∈ V ھ رگ  اه اس  ت αv + βw ∈ V

: Rn زی  رف  ض  اھ ای از م  ه  م م  ث  ال ھ ای
زي  رف  ض  ای ي  ک Rn در v̂۱, v̂۲, . . . , v̂k ب  ردار چ  ن  د خ  ط  ی ت  رک  ي  ب ه  ای ت  م  ام از اس  ت ش  ده ت  ش  ک  ي  ل ک  ه زي  رم  ج  م  وع  ه ای

v̂۱, . . . , v̂k ∈ Rn اس  ت. خ  ط  ی

V = {α۱v̂۱ + α۲v̂۲ + · · ·+ αkv̂k|α۱, α۲, . . . , αk ∈ R}

اس  ت. v̂۱, . . . , v̂k ب  رداره  ای ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای
(OEV ) ن  ات  ه  ی-ص  ف  ر

اس  ت. V از ع  ض  وی م  ج  ددا ،V ع  ض  و دو ه  ر خ  ط  ی ت  رک  ي  ب

α(α۱v̂۱ + · · ·+ αkv̂k) + β(β۱v̂۱ + · · ·+ βkv̂k) = (αα۱ + ββ۱)v̂۱ + · · ·+ (ααk + ββk)v̂k

ت  وص  ی  ف ک  ن  ی  د. ھ ن  دس  ی ب  ه ط  ور را روب  ه رو ب  ردارھ ای ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د زی  رف  ض  اھ ای .١-١٢ م  ث  ال

v̂۱ =


۱

۰

۱

۰

 v̂۲ =


۱

۰

۰

۰

 v̂۳ =


۲

۲

۰

۰





۱۳

ح  ل:


۱ ۱ ۲

... b۱

۰ ۰ ۲
... b۲

۱ ۰ ۰
... b۳

۰ ۰ ۰
... b۴


−R۱+R۳→R۳−−−−−−−−→


۱ ۱ ۲

... b۱

۰ ۰ ۲
... b۲

۰ −۱ −۲
... b۳ − b۱

۰ ۰ ۰
... b۴


R۳↔R۲−−−−→


۱ ۱ ۲

... b۱

۰ ۱ ۲
... b۱ − b۳

۰ ۰ ۲
... b۲

۰ ۰ ۰
... b۴



−→


۱ ۰ ۰

... b۳

۰ ۱ ۲
... b۱ − b۳

۰ ۰ ۱
... b۲

۲

۰ ۰ ۰
... b۴

 −→


۱ ۰ ۰
... b۳

۰ ۱ ۰
... b۱ − b۳ − b۲

۰ ۰ ۱
... b۲

۲

۰ ۰ ۰
... b۴


{(X۱, X۲, X۳, ۰)|Xi ∈ R} ب  ه ع  ب  ارت  ی ی  ا ب  اش  د. b۴ = ۰ س  ازگ  اری ش  رط

ش  ش  م ج  ل  س  ه

v̂۱, v̂۲, . . . , v̂k ∈ Rn ب  رداره  ای ت  وس  ط Rn در ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای

Span{v̂۱, v̂۲, . . . , v̂k} = {a۱v̂۱, a۲v̂۲, . . . , akv̂k}

م  ی ن  وي  س  ي  م را ن  اس  ازگ  اری ش  راي  ط س  پ  س Span{v̂۱, v̂۲, . . . , v̂k} ف  ض  ای دک  ارت  ی ن  م  اي  ش
... ... ... | b۱

v۱ v۲ vn | . . .
... ... ... | bn

 G−J−−→


R

...
۰

...
۰

...


س  ط  ر دو ک  ردن ت  ع  وی  ض



۱۴

Em×m =



۱

۱
. . .
◦ . . . ۱

. . .
۱ ◦

. . .
۱





Err = ۱

Eij = Eji = ۱ r ̸= i, j

Eii = ۰

Ejj = ۰

ک  ن  ی  د ع  وض ۳× ۴ م  ات  ری  س ی  ک در را س  وم و دوم س  ط  ر .١-١٣ م  ث  ال
۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱

۰ ۱ ۰


۳×۳

×
[
A
]
۳×۴

α ع  دد در i−ام س  ط  ر ض  رب

Em×m =



۱

۱
. . .

α

. . .
۱

۱


αRj +Ri +Ri

م  ات  ري  س ي  ک چ  پ از ض  رب ب  ا م  ی ت  وان را Am×n م  ات  ري  س ي  ک ب  رای م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری ع  م  ل ه  ر خ  لاص  ه: ب  ه ط  ور
آورد. ب  دس  ت A در Em×m م  ع  ک  وس پ  ذي  ر

(
Am×n | Im×m

)
G.J−−→

(
E۲E۱Am×n | E۲E۱

)
−→


Upper |

| ESEs−۱ . . . E۱

Triangle |

 ((Es) E۱)A = U
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راس  ت) ط  رف XA = چ  پ (ط  رف اس  ت. پ  ل  ک  ان  ی ي  ا م  ث  ل  ث  ی ب  الا U ک  ه

Am×n = E−۱
۱ . . . E−۱

s−۱E
−۱
s︸ ︷︷ ︸

m×m

Um×n

پ  ل  ک  ان  ی س  ط  ری Um×n و م  ع  ک  وس پ  ذي  ر Lm×m ک  ه ،Am×n = Lm×mUm×n : (LU (ت  ج  زی  ه خ  لاص  ه ب  ه ط  ور
اس  ت.

:LU ت  ج  زی  ه م  ح  اس  ب  ه

(
Am×n | Im×n

)
G−J−−→

(
U | E

)
EA = U , A = E−۱U

(
E | I

)
G−J−−→

(
I | E−۱

)
Am×n = LU

اگ  ر گ  وي  ن  د خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل را v̂۱, . . . , v̂k ∈ Rn و ب  ردار k خ  ط  ی: اس  ت  ق  لال

α۱v̂۱ + · · ·+ αkv̂k = ۰⇔ α۱, . . . , αk = ۰

م  س  ت  ق  ل ن  ی  ز Ev̂۱, . . . , Ev̂k آن گ  اه ب  اش  ن  د، خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل v̂۱, . . . , v̂k و ب  اش  د م  ع  ک  وس پ  ذی  ر E اگ  ر .١۴-١ ت  ذک  ر
خ  ط  ی ان  د.

E−۱(a۱Ev̂۱ + · · ·+ akEv̂k = ۰) = a۱v̂۱ + · · ·+ akv̂k = ۰⇒ a۱, . . . , ak = ۰

گ  اوس-ج  ردن: از اس  ت  ف  اده ب  ا خ  ط  ی اس  ت  ق  لال ک  ردن ت  س  ت

rref


. . . v۱ . . .

. . . v۲ . . .
...

. . . vk . . .

 (۱)

ب  اش  د. ص  ف  ر ک  ام  لا س  ط  ر ف  اق  د م  ات  ري  س(۱) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر خ  ط  ی ان  د م  س  ت  ق  ل v̂۱, . . . , v̂k

دلای  ل:
خ  ط  ی ان  د. م  س  ت  ق  ل v̂۱, . . . , v̂k ف  رض:

م  ی ک  ن  د. ح  ف  ظ را خ  ط  ی اس  ت  ق  لال س  ط  ره  ا ت  ع  وي  ض .۱
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م  ی ک  ن  د. ح  ف  ظ را خ  ط  ی اس  ت  ق  لال ن  اص  ف  ر، ع  دد در س  ط  ر ي  ک ض  رب .۲

م  ی ک  ن  د. ح  ف  ظ را خ  ط  ی اس  ت  ق  لال αvi + vj → vj .۳

v̂i + αv̂j = v̂i

α۱v̂۱ + · · ·+ αi(v̂i + αv̂j) + · · ·+ αkv̂k = ۰

α۱v̂۱ + · · ·+ αiv̂i + · · ·+ (αi + αj)v̂j + · · ·+ αkv̂k = ۰ α۱ = αi = · · · = αk = ۰

خ  ط  ی ان  د م  س  ت  ق  ل v̂۱, . . . , v̂k م  ی ک  ن  ن  د. ح  ف  ظ را س  ط  رھ ا خ  ط  ی اس  ت  ق  لال م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری اع  م  ال .١۵-١ ن  ت  ی  ج  ه
ب  اش  د ص  ف  ر ک  ام  لا س  ط  رھ ای ف  اق  د زی  ر م  ات  ری  س اگ  ر

rref




. . . v۱ . . .

. . . v۲ . . .

. . . vk . . .



 .

ه  ف  ت  م ج  ل  س  ه

(
... v۱ ...

... vk ...
) پ  ل  ک  ان  ی ک  اه  ش ي  اف  ت  ه ف  رم اگ  ر گ  وي  ن  د خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل را Rn در v̄۱, . . . , v̄k ب  رداره  ای خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل

ن  ب  اش  د. ص  ف  ر ک  ام  لا س  ط  ر ش  ام  ل
:v̄۱, v̄۲, . . . , v̄k ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د ف  ض  ای

{v۱, . . . , vk}

< v۱, . . . , vk >= {a۱v̄۱, a۲v̄۲ + · · ·+ akv̄k| a۱, a۲, . . . , ak ∈ R}

< v۱, . . . , vk > ب  رای اس  ت م  ول  د ي  ک {v̄۱, . . . , v̄k} ب  ه ع  ب  ارت  ی ي  ا

v̄۱, v̄۲, . . . , v̄k ب  ردارھ ای اگ  ر ب  اش  د خ  ط  ی زی  رف  ض  ای ی  ک {۰} ∈ V ⊆ Rn ک  ه ک  ن  ی  د ف  رض .١۶-١ ت  ذک  ر
م  ی گ  وی  ی  م. V ب  رای م  ول  د ی  ک را {v۱, . . . , vk} م  ج  م  وع  ه آن گ  اه ب  اش  د Span{v۱, . . . , vk} = V ک  ه ب  اش  د ب  ه گ  ون  ه ای

ب  ه ط  وری ک  ه {v۱, . . . , vk} م  ول  د م  ج  م  وع  ه ی  ک از ع  ب  ارت  س  ت V زی  رف  ض  ای ب  رای پ  ای  ه ی  ک (پ  اي  ه). ١-١٧ ت  ع  ری  ف
ب  اش  د. خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل v۱, . . . , vk

R۳ در {i, j, k} .١-١٨ م  ث  ال



۱۷

{v̄۱, . . . , v̄k, v̄} ،v̄ ∈ V ھ ر ب  رای آن گ  اه .V ب  رای ب  اش  د پ  ای  ه ای {v̄۱, . . . , v̄k} ک  ن  ی  د ف  رض .١-١٩ ت  ذک  ر
a۱v̄۱ + · · ·+ akv̄k = v̄ = ۰ ن  ت  ی  ج  ه، در v̄ = a۱v̄۱ + · · ·+ akv̄k ف  رض: اس  اس ب  ر ن  ی  س  ت. خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل

ن  ی  س  ت. خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل {v̄۱, . . . , v̄k, v} ب  ن  اب  رای  ن

k = m ب  ای  د .v̄ زی  رف  ض  ای ب  رای ب  اش  ن  د پ  ای  ه دو {w̄۱, . . . , w̄m} و {v̄۱, . . . , v̄k} ک  ن  ی  د ف  رض .١-٢٠ ن  ت  ی  ج  ه
ب  اش  د.

:k > m ک  ن  ي  د ف  رض خ  ل  ف: ب  ره  ان ب  ا اث  ب  ات.
. . . v۱ . . .

. . . vk . . .

 G−J−−→
(
R۱.ن  دارد ص  ف  ر س  ط  ر

) 
. . . w۱ . . .

. . . wm . . .

 G−J−−→
(
R۲.ن  دارد ص  ف  ر س  ط  ر

)

وج  ود i−ام س  ط  ر در R۱ در پ  ي  ش  رو م  ک  ان ي  ک ح  داق  ل م  ی ک  ن  د. ت  ول  ي  د را v ف  ض  ای R۲ س  ط  ره  ای و R۱ س  ط  ره  ای ه  م  چ  ن  ي  ن
داري  م ط  رف  ی از ن  ي  س  ت پ  ي  ش  رو م  ک  ان R۲ در ک  ه دارد

R۱ در i−ام س  ط  ر = a۱(R۲ ۱−ام (س  ط  ر + a۲(R۲ ۲−ام (س  ط  ر + · · ·+ am(R۲ m−ام (س  ط  ر

اس  ت. ت  ن  اق  ض ک  ه

ھ س  ت  ن  د. ب  راب  ر اع  ض  ای ت  ع  داد دارای V ب  رای پ  ای  ه دو ھ ر .١-٢١ ن  ت  ی  ج  ه

م  ی ن  ام  ی  م. V زی  رف  ض  ای ب  ع  د را V ب  رای پ  ای  ه ی  ک اع  ض  ای ت  ع  داد زي  رف  ض  ا). ي  ک (بُ  ع  د ١-٢٢ ت  ع  ری  ف
.V ب  رای پ  ای  ه ی  ک اع  ض  ای ت  ع  داد dim =

:v̄۱, v̄۲, . . . , v̄k ب  ردارھ ای ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د زی  رف  ض  ای ب  ع  د م  ح  اس  ب  ه

dimSpan{ v̄۱, v̄۲, . . . , v̄k} ⇒


. . . v۱ . . .

. . . vk . . .

 G−J−−→ rref(A)

اس  ت. {v۱, . . . , vk} ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای بُ  ع  د ب  ا اس  ت ب  راب  ر rref(A) ن  اص  ف  ر س  ط  ره  ای ت  ع  داد

خ  ط  ی ان  د. م  س  ت  ق  ل v۳ = (۱,۱, ۰) و v۲ = (۱, ۰,۱) ،v۱ = (۰,۱,۱) دھ ی  د ن  ش  ان .١-٢٣ ت  م  ری  ن
.a۱v̄۱ + a۲v̄۲ + a۳v̄۳ = ۰ از اس  ت  ف  اده ب  ا

دوم: روش
۰ ۱ ۱

۱ ۰ ۱

۱ ۱ ۰

 G−J−−→


۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۱





۱۸

(۰, a۱, a۱) + (a۲, ۰, a۲) + (a۳, a۳, ۰) = ۰

a۲ + a۳ = ۰

a۱ + a۳ = ۰ a۱ = a۲ = a۳ = ۰

a۱ + a۲ = ۰

م  ات  ری  س: ی  ک اص  ل  ی زی  رف  ض  ای چ  ه  ار

Row(A) = Span{R۱, . . . , Rm} .Rn در س  ط  ره  ا ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای :A س  ط  ری ف  ض  ای .۱

C(A) = Span{c۱, . . . , cn} Rm در س  ت  ون ه  ا ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای :A س  ت  ون  ی ف  ض  ای .۲

.Rn در AX = ۰ ه  م  گ  ن م  ع  ادل  ه ج  واب ه  ای زي  رف  ض  ای ه  م  گ  ن. م  ع  ادل  ه ج  واب ه  ای ت  م  ام :A پ  وچ ف  ض  ای .۳

N(A) = {X̄|AX = ۰} ker(A)

N(A⊤) Rm در A⊤X = ۰ ه  م  گ  ن م  ع  ادل  ه ج  واب ه  ای ت  م  ام :A⊤ ت  ران  ه  اده م  ات  ری  س پ  وچ ف  ض  ای .۴

ه  ش  ت  م ج  ل  س  ه

اص  ل  ی زی  رف  ض  ای چ  ه  ار پ  ای  ه ھ ای
:R(A) ب  رای پ  اي  ه

R(A) = R(rref(A)).

.٢۴-١ م  ث  ال

]rmrref(A)


۱ ۰ ۰ ۲

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۳

۰ ۰ ۰ ۰

⇒ A ب  رای پ  ای  ه =




۱

۰

۰

۲

 ,


۰

۱

۰

۰

 ,


۰

۰

۱

۳




:C(A) ب  رای پ  اي  ه ای

(EAm×n)۰,j = EA۰,j



۱۹

C(A) ب  رای پ  اي  ه = اول  ي  ه} م  ات  ري  س از پ  ي  ش  رو ي  ک س  ت  ون ه  ای ب  ه م  ت  ن  اظ  ر س  ت  ون ه  ای گ  رف  ت  ن، rref از {پ  س

پ  وچ: ف  ض  ای ب  رای پ  اي  ه
E · AX̂ = ۰⇒ rref(A)X̂ = ۰

.٢۵-١ م  ث  ال

rref(A) =


۱ ۰ ۰ ۱

۰ ۰ ۱ ۲

۰ ۰ ۰ ۰


۳×۴

X̂ = ۰

واب  س  ت  ه م  ت  غ  ی  ر :x۱, x۳

آزاد. م  ت  غ  ی  ر :x۲, x۴

آوردن ب  دس  ت ب  رای ن  ي  س  ت. پ  ي  ش  رو ي  ک ح  اوی ک  ه rref از س  ت  ون ه  اي  ی ت  ع  داد = آزاد م  ت  غ  ي  ره  ای ت  ع  داد = N(A) ب  ع  د
rref م  ات  ري  س در ض  رب ب  ا و ب  گ  ذاري  م ۱ و ۰ ت  ن  اوب  ی ب  ه ط  ور آزاد، م  ت  غ  ي  ره  ای ج  ای ب  ه اس  ت ک  اف  ی پ  وچ، ف  ض  ای ب  رای پ  اي  ه

پ  س م  ی آوري  م ب  دس  ت را واب  س  ت  ه) (م  ت  غ  ي  ره  ای م  ت  غ  ي  ره  ا ب  ق  ي  ه ش  ده،

N(A) ب  رای پ  اي  ه =




−۱

۰

−۲

۱

 ,


۰

۱

۰

۰




م  ی ک  ن  د. ح  ف  ظ را س  ت  ون ه  ا خ  ط  ی اس  ت  ق  لال س  ط  ری ع  م  ل ي  ک ن  ت  ي  ج  ه در

م  ی ک  ن  ي  م. ان  ت  خ  اب را اول  ي  ه م  ات  ري  س از پ  ي  ش  رو ۱ ح  اوی س  ت  ون ه  ای ب  ه م  ت  ن  اظ  ر س  ت  ون ه  ای و ک  رده ح  س  اب را rref : .. پ  اي  ه
.rref(A⊤) ن  اص  ف  ر س  ط  ره  ای :z پ  اي  ه

E.AX̂ = ۰⇒ rref(A)X̂ = ۰ :N(A) ب  رای پ  اي  ه

.٢۶-١ م  ث  ال

rref(A)X̂ =


۱ ۰ ۰ ۱

۰ ۰ ۱ ۲

۰ ۰ ۰ ۰


۳×۴

X̂ = ۰


X۱

۰

X۳

۱

 ,


X۱

۱

X۳

۰





۲۰

ن  ي  س  ت  ن  د. پ  ي  ش  رو ي  ک ح  اوی ک  ه rref(A) س  ت  ون ه  ای ت  ع  داد = آزاد م  ت  غ  ي  ره  ای ت  ع  داد N(A) = ف  ض  ای بُ  ع  د
اس  ت آم  ده ب  دس  ت زي  ر ب  ه ص  ورت ک  ه Rn از ب  رداره  اي  ی م  ج  م  وع  ه  :N(A) ب  رای پ  اي  ه

۱ ت  ن  اوب  ی ب  ه ط  ور را آزاد م  ت  غ  ي  ره  ای ب  ه م  ت  ن  اظ  ر م  خ  ت  ص  ات و م  ی ک  ن  ي  م م  ح  اس  ب  ه را واب  س  ت  ه م  ت  غ  ي  ره  ای ب  ه م  ت  ن  اظ  ر م  خ  ت  ص  ات
م  ی ده  ي  م. ق  رار

و م  ی ده  ي  م ق  رار ي  ک م  ت  ن  اوب  ا و ک  ن  ي  م پ  ي  دا را آزاد م  ت  غ  ي  ره  ای و م  ی ک  ن  ي  م ح  س  اب را rref(A) :N(A⊤) ب  رای پ  اي  ه
م  ی ک  ن  ي  م. ح  س  اب را واب  س  ت  ه م  ت  غ  ي  ره  ای

A⊤
n×mX = ۰+ x۰اول ⊤Aس  ت  ون + x۲( دوم (⊤Aس  ت  ون + · · ·+ xm( ام -m (⊤Aس  ت  ون

⇒ x۱(A اول (س  ط  ر + x۲(A دوم (س  ط  ر + · · ·+ xm(A mام (س  ط  ر = ۰

ک  ن  ی  د. م  ح  اس  ب  ه را A اص  ل  ی ف  ض  ای چ  ه  ار .١-٢٧ م  ث  ال

A =


۱ ۲ ۳

۱ ۰ ۱

۱ ۱ ۱




۱ ۲ ۳

۰ −۲ −۲

۰ −۱ −۲

 −→


۱ ۰ ۱

۰ ۱ ۱

۰ ۰ ۱

 −→


۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۱

 = rref(A)

Row(A) =




۱

۰

۰

 ,


۰

۱

۰

 ,


۰

۰

۱


 C(A) =




۱

۱

۱

 ,


۲

۰

۱

 ,


۳

۱

۱


 N(A) =




۰

۰

۰


 = { }

ن  ه  م ج  ل  س  ه

ت  ع  ام  د و داخ  ل  ی ض  رب
اس  ت  ان  دارد: داخ  ل  ی ض  رب

(x۱, . . . , xn) · (y۱, . . . , yn) =
n∑

i=۱

xiyi

اس  ت  ف  اده: اول  ي  ن
∥ X̂ ∥۲= X̂ · X̂ =

∑
x۲
i



۲۱

اس  ت  ف  اده: دوم  ي  ن
x̂ · ŷ = ۰⇒ x̂⊥ŷ

ت  ران  ه  اده: م  ات  ري  س پ  وچ ف  ض  ای

Am×n ⇒ A⊤
n×m N(A⊤) = {X̂ ∈ Rm|A⊥X̂ = ۰} = {X̂ ∈ Rm|A} = {X̂ ∈ Rm| X̂⊥C(A)}

: م  ح  اس  ب  ات

A⊤X̂ = ۰̂ (A⊤X̂) = ۰̂⊤ = ۰⇒ X⊤(A⊤)⊤ = ۰⇒ X⊤
۱×mAm×n = ۰⇒


X̂۰Â = ۰ X̂⊥Â۰,r

...

X̂۰A۰,n = ۰ X̂⊥Â۰,n

X̂ · v̂ = ۰ : v̂ ∈ C(A) ع  ب  ارت  ی ب  ه اس  ت ع  م  ود C(A) ب  رداره  ای ت  م  ام ب  ر X ي  ع  ن  ی
ب  ه ک  ه Rm از ب  رداره  اي  ی ت  م  ام م  ج  م  وع  ه .N(A⊤) = C(A)⊥ :N(A⊤) ف  ض  ای ب  رای پ  اي  ه آوردن ب  دس  ت ب  رای ح  ال

ش  ود. ص  ف  ر ب  راب  ر A س  ت  ون ه  ای در آن ه  ا ض  رب ک  ه س  ط  ره  ای ت  م  ام ب  اش  ن  د. ع  م  ود C(A) ب  رداره  ای ت  م  ام

(Am×n|I)
rref−−→ (rref(A)|E)⇒ E×mAm×n = rref(A)

ف  ض  ای پ  اب  ه ه  ای ه  س  ت  ن  د، rref(A) ن  اص  ف  ر س  ط  ره  ای = m rref(A) ص  ف  ر س  ط  ره  ای ب  ا م  ت  ن  اظ  ر ک  ه E از س  ط  ره  اي  ی
ه  س  ت  ن  د. ن  ي  ز N(A⊥)

rref(A) = ن  اص  ف  ر س  ط  رھ ای ت  ع  داد = س  ط  ری ف  ض  ای ب  ع  د = س  ط  ری رت  ب  ه .١-٢٨ ت  ذک  ر
پ  ی  ش  رو ی  ک ھ ای ت  ع  داد

= پ  ی  ش  رو ی  ک ح  اوی س  ت  ون ھ ای ت  ع  داد = R(A) س  ت  ون  ی ف  ض  ای ب  ع  د = س  ت  ون  ی رت  ب  ه
پ  ی  ش  رو ی  ک ھ ای ت  ع  داد

rank(A) س  ت  ون  ی) ف  ض  ای (ب  ع  د س  ط  ری ف  ض  ای ب  ع  د ب  ا اس  ت ب  راب  ر م  ات  ري  س م  رت  ب  ه :Am×n م  ات  ری  س رت  ب  ه

،Am×n ب  رای .١-٢٩ dimN(A)ق  ض  ی  ه = null(A)

dimKer(A) = null(A)

rank(A) = dim(R(A))

dimC(A)
n = null(A) + rank(A)

= null(A) = آزاد م  ت  غ  ی  رھ ای ت  ع  داد = م  ت  غ  ی  رھ ا ک  ل واب  س  ت  ه−ت  ع  داد م  ت  غ  ی  رھ ای ت  ع  داد = n−پ  ی  ش  رو ی  ک ھ ای ت  ع  داد =
.n− rank(A)



۲۲

آوری  د. ب  دس  ت پ  ای  ه ی  ک آوردن ب  دس  ت ب  ا را B = ( ۱ ۲ −۱ ۰
۲ ۴ −۱ −۱ ) م  ات  ری  س اص  ل  ی ف  ض  ای چ  ه  ار .١-٣٠ ۱م  ث  ال ۲ −۱ ۰ | ۱ ۰

۲ ۴ −۱ −۱ | ۰ ۱

 −→
۱ ۲ ۰ −۱ | −۱ ۱

۰ ۰ ۱ −۱ | −۲ ۱



R(A) =




۱

۲

۰

−۱

 ,


۰

۰

۱

−۱




C(A) =


۱

۲

 ,

−۱

−۱

 N(A) =




−۲

۱

۰

۰

 ,


۱

۰

۱

۱




.N(A⊤) = {۰} = { } و

ده  م ج  ل  س  ه

اس  ت. خ  ط  ی زي  رف  ض  ای ي  ک v ∈ Rn ک  ه ک  ن  ي  د ف  رض ت  ع  ام  د: و ت  ص  وی  ر
v, w ∈ V ⇒ αv̂ + βŵ ∈ V ي  اد آوری:

ب  اش  د. ع  م  ود V ب  ردارھ ای ت  م  ام ب  ر ŵ ھ رگ  اه گ  وی  ن  د V زی  رف  ض  ای ب  ر ع  م  ود ω̂ ب  ردار (ت  ع  ام  د). ١-٣١ ت  ع  ری  ف

ک  رد. رس  م V ب  ر م  ی ت  وان ع  م  ود ی  ک ف  ق  ط V از خ  ارج ن  ق  ط  ه ھ ر از .١-٣٢ ت  ذک  ر

ک  ه v̂− ŵ ت  م  ام ب  ی  ن را م  ق  دار ک  م  ت  ری  ن p̂ و v̂ اخ  ت  لاف ک  ه ب  رداری زي  رف  ض  ا). ي  ک ب  ر ب  ردار ي  ک (ت  ص  وي  ر ١-٣٣ ت  ع  ری  ف
اس  ت. v ب  ردار ع  م  ود پ  ای  ه آن ان  ت  ه  ای ک  ه ب  رداری م  ع  ادلا ب  اش  د ŵ ∈ V

∥ v̂ − p̂ ∥= min ∥ v̂ − ŵ ∥= projV v̂

.v̂i · v̂j = ۰ (vi⊥v̂j) i ̸= j ب  ه ط  وری ک  ه {v۱, . . . , vk} پ  اي  ه ي  ک :v ب  رای م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه
م  ی ک  ن  د ت  ول  ي  د را V زي  رف  ض  ای و ب  اش  د خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل ب  ه ط  وری ک  ه {v۱, . . . , vn} از ع  ب  ارت  س  ت :v ب  رای پ  ای  ه

.(dim(V ) = k)

⇒م  ت  ع  ام  د ي  ک  ه م  ت  ع  ام  د :
{

v̂۱

∥ v̂۱ ∥
,

v̂۲

∥ v̂۲ ∥
, . . . ,

v̂k
∥ v̂k ∥

}
اس  ت. ي  ک ب  راب  ر پ  اي  ه ع  ض  و ه  ر ط  ول و م  ت  ع  ام  د پ  اي  ه ای م  ت  ع  ام  د: ی  ک  ه پ  ای  ه

ب  ردار ھ ر ب  رای اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت م  ت  ع  ام  د V ب  رداری زی  رف  ض  ای از {v۱, . . . , vk} پ  ای  ه ی  ک .٣۴-١ ل  م
.v̂ ∈ Rn



۲۳

{ŵ۱, . . . , ŵk} پ  اي  ه اع  ض  ای روی ب  ر v̂ ت  ص  اوي  ر ج  م  ع = V زي  رف  ض  ای ب  ر v̂ ت  ص  وي  ر

آن گ  اه اس  ت م  ت  ع  ام  د پ  اي  ه {w۱, . . . , wk} اث  ب  ات.

Projv̂ =
v̂ · v̂۱

∥ v۱ ∥۲
v̂۱ + · · ·+ v̂ · v̂k

∥ vk ∥۲
v̂k

ده  ي  م ن  ش  ان ب  اي  د ک  ن  ي  م. اث  ب  ات را ب  الا راب  ط  ه ب  اي  د ب  الا اث  ب  ات ب  رای

V⊥v̂ =

(
v̂ · v̂۱

∥ v۱ ∥۲
v̂۱ + · · ·+ v̂ · v̂k

∥ vk ∥۲
v̂k

)
ده  ي  م ن  ش  ان ک  اف  ي  س  ت

v̂۱ ·
(
v̂ − v̂ · v̂۱

∥ v۱ ∥۲
v̂۱ − · · · −

v̂ · v̂k
∥ vk ∥۲

v̂k

)
= v̂۱ · v̂ − v̂

v̂ · v̂۱

∥ v۱ ∥۲
v̂۱ = ۰

اس  ت. اث  ب  ات ق  اب  ل ب  ق  ي  ه ب  رای م  ش  اب  ه ب  ه ط  ور
اس  ت. م  ت  ع  اد ⇐پ  اي  ه پ  اي  ه ب  ر ت  ص  اوي  ر ج  م  ع ب  ا ب  اش  د ب  راب  ر v ب  ر ت  ص  وي  ر اگ  ر :⇒

ي  ازده  م ج  ل  س  ه

Gram− Schmidt اش  م  ی  ت گ  رام ال  گ  وری  ت  م
:v زي  رف  ض  ای ي  ک ب  رای پ  اب  ه

{v۱, . . . , vn} ⇒ م  ی س  ازد م  ت  ع  ام  د ⇒پ  اي  ه ي  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  اي  ه

q
′

۱ = v̂۱

q
′

۲ = v̂۲ − Projv̂۱
v̂۲ = v̂۲ −

v̂۱ · v̂۲

v̂۱ · v̂۲
v̂۱

q
′

۳ = v̂۳ − Projv̂۳ = v̂۳ − Projv̂۳ = v̂۳ −
v̂۳ · q

′

۱

q
′
۱ · q

′
۱

− v̂۳ · q
′

۲

q
′
۲ · q

′
۲

q
′

۲

q̂
′
= v̂۴ −

v̂۴ · q
′

۱

q
′
۱q

′
۱

q
′

۱ −
v̂۴ · q

′

۲

q
′
۲ · q

′
۲

q
′

۲ −
v̂۴ · q

′

۳

q
′
۳ · q

′
۳

q
′

۳

...

q
′

n = v̂n −
n−۱∑
i=۱

v̂n · q
′
i

q
′
i · q

′
i

q
′

i



۲۴

{q′

۱, . . . , q
′

n} −→ م  ت  ع  ام  د پ  اي  ه
q۱ =

q
′
۱

∥q′۱∥... → م  ت  ع  ام  د ي  ک  ه پ  اي  ه

qn = q
′
n

∥q′n∥

ب  گ  ی  ری  د. ن  ظ  ر در را v۳ = (۱,۱,۱,۱) و v۲ = (۳,۱,−۱,۱) ،v۱ = (۱,۱,۳,۳, ) ب  ردار س  ه .٣۵-١ م  ث  ال
ک  ن  ی  د. اس  ت  خ  راج ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک و م  ت  ع  ام  د پ  ای  ه ی  ک گ  رام-اش  م  ی  ت رون  د از اس  ت  ف  اده ب  ا

q
′

۱ = v۱ = (۱,۱,۳,۳)

q
′

۲ = (۳,۱,−۱,۱)− (۳,۱,−۱,۱) · (۱,۱,۳,۳)
|(۱,۱,۳,۳)|۲

(۱,۱,۳,۳) = (۳,۱,−۱,۱)−
(

۱
۵
,
۱
۵
,
۳
۵
,
۳
۵

)
=(

۱۴
۵

,
۴
۵
,−۸

۵
,
۲
۸

)
q
′

۳ = (۱,۱,۱,۱)− (۱,۱,۱,۱) · (۱,۱,۳,۳)
|(۱,۱,۳,۳)|۲

· (۱,۱,۳,۳)−
(۱,۱,۱,۱) ·

(
۱۴
۵ , ۴

۵ ,−
۸
۵ ,

۲
۵

)
۲۸۰
۲۵

· q′

۲ =

= (۱,۱,۱,۱)−
(

۲
۵
,
۲
۵
,
۶
۵
,
۶
۵

)
− ۳

۱۴
·
(

۲۵
۵

,
۴
۵
,−۸

۵
,
۲
۵

)
=

(
۰,

۳
۷
,
۱
۷
,−۲

۷

)

q۱ =
(۱,۱,۳,۳)√

۲۰
, q۲ =

(۱۴,۴,−۸,۲)

۲
√

۲۰
, q۳ =

(۰,۳,۱,−۲)√
۱۴

.


۱ ۳ ۱

۱ ۱ ۱

۳ −۱ ۱

۳ ۱ ۱

 −→


۱
۲
√

۵
۷√
۷۰

۰
۱

۲
√

۵
۲√
۷۰

۳√
۱۴

۳
۲
√

۵
− ۴√

۷۰
۱√
۱۴

۳
۲
√

۵
۱√
۷۰

− ۲√
۱۴


۴×۳

v۱ = R۱۱


...
q۱
...

+R۲۱


...
q۲
...

+R۳۱


...
q۳
...

⇒ v۱.q۱ = R۱۱q۱q۱ ⇒ Rij = v̂j.q̂i



۲۵ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

R۱۱ = q̂۱ · v̂۱ = ۲
√

۵

R۱۲ = q̂۱ · v̂۲ =
۲√
۵

R۱۳ = q̂۱ · v̂۳ =
۴√
۵

R۳×۳ =


۲
√

۵ ۲√
۵

۴√
۵

۰ ۲۸
۷۰

۶
۷۰

۰ ۰ ۲√
۱۴

 , Am×n = Qm×nRn×n

Am×n :

Full rank خ  ط  ی ان  د) م  س  ت  ق  ل (س  ت  ون ھ ا

Tall (m ≥ n)

ی  ک  ه ان  د. م  ت  ع  ام  م  د ب  ردارھ ای س  ت  ون ھ ا :Qm×n

م  ع  ک  وس پ  ذی  ر. و م  ث  ل  ث  ی ب  الا :Rn×n

ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د زی  رف  ض  ای ب  ر ب  ردارھ ا ت  ص  وی  ر م  ح  اس  ب  ه ١ . ١

.m ≥ n ک  ه Rm در v۱, v۲, . . . , vn خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل

V = span{v۱, v۲, . . . , vn} , ProjV b̂ = (Matrix)m×mb̂m×۱ ∀b̂ ∈ Rm

ProjV b̂ = α۱v̂۱ + · · ·+ ℵnv̂n , (v̂i)m×۱ ۱ ≤ i ≤ n.

ProjV b̂ = (Pb۱, . . . , P bm)

ProjV b̂ = P̂ A =


... ... ...
v۱ v۲ . . . vn
... ... ...





۲۶ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

b̂− P̂⊥C(A)→ b̂− P̂ ∈ C(A)⊥ = N(A⊥)→

→ A⊥
n×m(b̂− P̂ ) = ۰→ A⊤(b̂− P̂ ) = ۰→ A⊤b̂ = A⊤P̂ → AA⊤b̂ = AA⊤P̂

AA⊤
m×m ن  ي  س  ت م  ع  ک  وس پ  ذي  ر

دارد). اس  ت. (ج  واب س  ازگ  ار b̂ = AX̂ پ  س

A⊤b̂ = A⊤P̂ → A⊤
n×nAm×nX̂n×۱ = A⊤P̂

A⊤A⇒ A⊤A = B → Bn×nX̂ = ۰↔ X̂ = ۰

X ∈ Rn , y ∈ Rm < AX, y >=
∑
i

∑
j

aijXjyi

AX =

a۱n a۱n

am۱ amm

x۱

xn

 =

∑n
j=۰ a۱jXj∑n
j=۱ amjXj


< X̂,A⊤y >=

∑
j

∑
i

a⊤jiXyiXj

→< A⊤u,X >=< AX, y >

A⊤AX = ۰→< A⊤(AX),X >=< AX,AX >= ۰

→∥ AX ∥۲= ۰⇒ Am×nX = ۰⇒ X = ۰→ (Afull rank)n = ۰+ rank → rank = n

→ اس  ت →Aم  ع  ک  وس پ  ذي  ر اس  ت A⊤Aم  ع  ک  وس پ  ذي  ر

A⊤AX̂ = A⊤P̂ → (A⊤A)−۱A⊤AX̂ = (A⊤A)−۱A۶⊤P̂

→ X̂(A⊤A)−۱A⊤P̂ → X̂ = (A⊤A)−۱A⊤b̂

P = ProjV=C(A)b→ A⊤b̂ = A⊤P

< AX, y >=< X,A⊤y >→ A⊤Aاس  ت م  ع  ک  وس پ  ذي  ر (۲)
if Abe full rank and tall ⇒ if AX̂ = b̂ ب  اش  د س  ازگ  ار
→ A⊤AX = A⊤b̂ = A⊤P̂ ⇒ X = (A⊤A)A⊤b̂

AX̂ = b̂⇒ ن  دارد.) (ج  واب ن  ي  س  ت س  ازگ  ار (۳)



۲۷ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

م  رب  ع  ات ح  داق  ل
ب  گ  ي  ري  د. ن  ظ  ر در {v۱, v۲, . . . , vk} پ  اي  ه ب  ا را V ∈ Rn زي  رف  ض  ای

V زی  رف  ض  ای ب  ه ب  ردارھ ا ت  ص  وی  ر ١ . ١ . ١

م  ی ک  ن  د ص  دق زي  ر راب  ط  ه در ک  ه [ ProjV ]n×n ت  ص  وي  ر م  ات  ري  س

[
PrjV

]
b̂n×۱ = V زي  رف  ض  ای ب  ر b̂ ت  ص  وي  ر

ProjV b̂ = P̂ s.t b̂− P̂⊥V

A =


... ... ...
v۱ v۲ . . . vk
... ... ...


n×k


tall

k ≤ n

full rank

.V = C(A)

اس  ت. A س  ت  ون  ی ف  ض  ای در P̂ .۱

AX̄ = P̂ X̄ =


X̄۱

...
X̄k

 (۴)

A اس  ت س  ت  ون  ی ف  ض  ای ب  ر ع  م  ود b̂− P̂ .۲

b̂− P̂ ∈ C(A)⊥ = N(A⊤)→ A⊤(n̂− P̂ ) = ۰ (۵)

داري  م (۵) و (۴) از اس  ت  ف  اده ب  ا

⇒ A⊤(b̂− AX̄) = A⊤b̂− A⊤AX̄ = ۰

A⊤AX̄ = A⊤b→ دارد. ج  واب ه  م  واره
An×k , A

⊤
k×n → (A⊤A)k×k → اس  ت م  ع  ک  وس پ  ذي  ر

⇒ X̄ = (A⊤A)−۱A⊤b̂

→ P̂ = A(A⊤A)−۱A⊤b̂



۲۸ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

.٣۶-١ ن  ت  ی  ج  ه
ProjV b̂ = A(A⊤A)−۱A⊤︸ ︷︷ ︸

ت  ص  وی  ر م  ات  ری  س

b̂

.A = QR ت  ج  زی  ه از اس  ت  ف  اده ب  ا ح  ال

P̂ = A(A⊤A)−۱A⊤b̂→ QR((QR)⊤QR)−۱(QR)⊤ =

= QR(R⊤Q⊤QR)−۱R⊤Q⊤ → Q⊤Q = Ik×k

→ QR(R⊤R)−۱R⊤Q⊤ م  ع  ک  وس پ  ذی  ر R
−−−−−−→ QRR−۱(R⊤)−۱R⊤Q⊤ → P̂ = QQ⊤

.١-٣٧ ن  ت  ی  ج  ه

A =


... ... ...
v۱ v۲ . . . vk
... ... ...


k×n

= Qk×nRn×n

Q⊤Q = I

QQ⊤ = P̂ = ProjV b̂ = {v۱, . . . , vk} ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ی  د زی  رف  ض  ای روی ب  ه ت  ص  وی  ر

م  رب  ع  ات ح  داق  ل
.AX = b̂ آن گ  اه ب  اش  د full rank و tall م  ات  ري  س Ak×n اگ  ر

.AX̂ = b ج  واب ب  ه ب  اش  د ب  ردار ن  زدي  ک ت  ري  ن ب  ه ط  وری ک  ه م  ی ک  ن  ي  م پ  ي  دا را x̄
م  ی ک  ن  ي  م. min ،̂b ت  ا را AX̄ ف  اص  ل  ه ح  ل: راه

AX̂ = b̂→ →ن  اس  ازگ  ار AX̄ = P̂
ن  ي  س  ت م  ع  ک  وس پ  ذي  ر A−−−−−−−−→ X̄ = (A⊤A)−۱A⊤︸ ︷︷ ︸

A م  ات  ري  س م  ع  ک  وس ش  ب  ه

b̂

ب  اش  د: زي  ر خ  واص دارای ک  ه A+
m×n از ع  ب  ارت  س  ت Am×n م  ات  ري  س ب  رای م  ع  ک  وس ش  ب  ه ي  ک

.A+AA+ = A+ .۱

.AA+A = A .۲

اس  ت. خ  ودش  ان آن ه  ا، ت  ران  ه  اده ي  ع  ن  ی ب  اش  ن  د م  ت  ق  ارن م  ات  ري  س ه  ای ،AA⊤ , A⊤A .۳



۲۹ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

A+ م  ات  ری  س از اس  ت ع  ب  ارت A م  ع  ک  وس ش  ب  ه آن گ  اه ب  اش  د full rank و tall ،Am×n اگ  ر .١-٣٨ ت  ذک  ر
پ  س اس  ت. م  رب  ع  ات ح  داق  ل ج  واب X̄ آن در ک  ه X̄ = A+b ب  ه ط  وری ک  ه

A+ = (A⊤A)−۱A⊤

A=QR−−−−→ A+ = ((QR)⊤QR)−۱(QR)⊤ = (R⊤Q⊤QR)−۱R⊤Q⊤ =


Q⊤Q = I

QQ⊤ = P̂

R−Q⊤ = A+

= R−۱Q⊤ → A+ = R−۱Q⊤ →

if An×n = QR→ م  ع  ک  وس→م  ع  ک  وس پ  ذی  ر ش  ب  ه A→ A+

.R−۱Q⊤ ← ب  اش  د م  ع  ک  وس پ  ذی  ر A ح  ال  ت  ی ک  ه در A م  ع  ک  وس A+

م  ث  ل  ث  ی ب  الا R→ R−۱ =


a b c

۰ d e

۰ ۰ f


−۱

=


۱
a

−b
ad

be−cd
afd

۰ ۱
a

۰ ۰ ۱
f


(x۱, y۱), (x۲, y۲) . . . , (xn, yn) داده م  ج  م  وع  ه خ  ط  ی رگ  رس  ی  ون ب  رای را م  رب  ع  ات ح  داق  ل خ  ط .١-٣٩ م  ث  ال

ب  ی  اب  ی  د.
ک  ه ھ س  ت  ی  م b̄ و ā دن  ب  ال

ȳ۱ = āx۱ + b̄

...

yn = āxn + b̄

ب  ای  د پ  س
∥ (y۱, . . . , yn)− (ȳ۱, . . . , ȳn) ∥

ش  ود. م  ی  ن  ی  م  م
∑n

i=۱(yi − ȳi)
۲ ی  ع  ن  ی ش  ود م  ی  ن  ی  م  م

ax۱ + b = ȳ۱

... ⇒ ن  اس  ازگ  ار

axn + b = ȳn



۳۰ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

پ  س
x۱ ۱

x۲ ۱
... ...
xn ۱


[
a b

]
=


ȳ۱

...
ȳn

⇒
ā
b̄

 = R−۱Q⊤


y۱

...
yn


ف  ی  ت را (۲,۳) و (۰,۱) و (−۱, ۰) دی  ت  ای ن  ق  اط ک  ه ب  ی  اب  ی  د را y = ax+ b م  رب  ع  ات ح  داق  ل خ  ط .۴١-٠ م  ث  ال

ک  ن  د.
−۱a+ b = ۰

۱a+ b = ۱

۲a+ b = ۳

⇒


−۱ ۱

۱ ۱

۲ ۱


a
b

 =


۰

۱

۳


→ AX = C → اس  ت س  ازگ  ار دس  ت  گ  اه →ای  ن A is tall and full rank

ā

b̄

 = A+


۰

۱

۳

⇒ A+ = (A⊤A)−۱A⊤

A⊤A =

−۱ ۱ ۲

۱ ۱ ۱



−۱ ۱

۱ ۱

۲ ۱

 =

۶ ۲

۲ ۳

⇒ (A⊤A)−۱ =
۱
۱۴

 ۳ −۲

−۲ ۶



A+ =
۱
۱۴

 ۳ −۲

−۲ ۶

−۱ ۱ ۲

۱ ۱ ۱

 =
۱
۱۴

−۵ ۱ ۴

۸ ۴ ۲


ā
b̄

 =
۱
۱۴

−۵ ۱ ۴

۸ ۴ ۲



۰

۱

۳

 =
۱
۱۴

۱۳

۱۰

 =

۱۳
۱۴

۵
۷

⇒ م  رب  ع  ات ح  داق  ل ⇒خ  ط y =
۱۳
۱۴

x+
۵
۷



۳۱ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

م  رب  ع  ات ح  داق  ل خ  ط  ای =∥ y − ȳ ∥۲=

خ  ط  ا =∥ y − ȳ ∥۲= (ȳ۱ − y۱)
۲ + (ȳ۲ − y۲)

۲ + (ȳ۳ − y۳) =

= (
−۳
۱۴
− ۰)۲ + (

۲۳
۱۴
− ۱)۲ + (

۱۸
۷
− ۳)۲ =

=
۹

۱۹۶
+

۸۱
۱۹۶

+
۳۶
۱۹۶

=
۱۲۶
۱۹۶

=
۶۳
۹۸
⇒ خ  ط  ا ک  م  ت  ری  ن

.(QR ت  ج  زی  ه از اس  ت  ف  اده ( ب  ا ک  ن  ی  د م  ح  اس  ب  ه را W زی  رف  ض  ای ب  ه ت  ص  وی  ر م  ات  ری  س .۴١-١ م  ث  ال

V = span


a۱ =


۱

۱

۱

۱

 , a۲ =


−۱

۴

۴

−۱

 , a۳ =


۴

۲

۲

۰




ب  ی  اب  ی  د. را A م  ات  ری  س م  ع  ک  وس ش  ب  ه .۴١-٢ م  ث  ال

q۱ =
â۱

∥ a۱ ∥
= (

۱
۲
,
۱
۲
,
۱
۲
,
۱
۲
)

q
′

۲ = â۲ − (a۲ · q۱)q۱ = (−۵
۲
,
۵
۲
,
۵
۲
,−۵

۲
)

q۲ =
q
′

۲

∥ q′
۲ ∥

= (−۱
۲
,
۱
۲
,
۱
۲
,−۱

۲
)

q
′

۳ = ā۳ − (a۳ · q۱)q۱ − (a۳ · q۲)q۲ = (
۱
۲
,−۱

۲
,
۱
۲
,−۲)

q۳ =
q′۳
∥ q′

۳ ∥
= (

۱
۲
,−۱

۲
,
۱
۲
,−۱

۲
)

Q =


... ... ...
q۱ q۲ q۳
... ... ...

 A =


۱ −۱ ۴

۱ ۴ ۲

۱ ۴ ۲

۱ −۱ ۰



R =


a۱q۱ a۲q۱ a۳q۱

۰ a۲q۲ a۳q۲

۰ ۰ a۳q۳

 =


۲ ۳ ۲

۰ ۵ −۲

۰ ۰ ۴





۳۲ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

A = QR⇒ ProjV = QQ⊤

Proj =
۱
۴


۱ −۱ ۱

۱ ۱ −۱

۱ ۱ ۱

۱ −۱ −۱




۱ ۱ ۱ ۱

−۱ ۱ ۱ −۱

۱ −۱ ۱ −۱

 =
۱
۴

[ ]

A+ = R−۱Q⊤

خ  ط  ی ت  ب  دلات ١ . ١ . ٢

Rn T−→ Rm ب  رداری ف  ض  اه  ای ب  ي  ن اس  ت ن  گ  اش  ت  ی

T (αx̂+ βŷ) = αT (x̂) + βT (ŷ) ∀α, β ∈ R , x̂, ŷ ∈ Rm

آن وي  ژگ  ی و ش  زاي  ط
T (۰) = ۰⇔ T (n̂− m̂) = T (x̂)− T (x̂) = ۰

(xy ص  ف  ح  ه ب  روی R۳ در ت  ص  وی  ر (م  ث  لا زی  رف  ض  ا ی  ک ت  ص  وی  ر .١ .۴١-٣ م  ث  ال

م  ی ک  ن  د.) دوران θ ان  دازه ب  ه س  اع  ت ع  ق  رب  ه ھ ای خ  لاف ج  ه  ت در را x (ب  ردار R۲ در θ زاوی  ه ب  ا دوران .٢

م  ب  دا. از گ  ذرا ص  ف  ح  ه ی  ک ب  ه ن  س  ب  ت R۳ در ان  ع  ک  اس .٣

ب  رود. Rm زی  رف  ض  ای ی  ک ب  ه Rn زی  رف  ض  ای ی  ک از م  ی ت  وان  د خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک .۴۴-١ ت  ذک  ر

T۱ : R۳ → R۲ or (x, y, z) 7→ (x, y)

اث  ب  ات.

T۱(α(x۱, y۱, z۱) + β(x۲, y۲, z۲)) = T۱(αx۱ + βx۲, αy۱ + βy۲, αz۱ + βz۲) =

= (αx۱ + βx۲, αy۱ + βy۲) = α(x۱, y۱) + β(x۲, y۲) = αT۱ + βT۲

T۲(x, y) =

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

x
y


T۳ ⇒ Refl = ۲Proj− ه  م  ان  ی ن  گ  اش  ت



۳۳ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

م  ی ب  رد. خ  ودش ب  ه  را ب  ردار ه  ر ه  م  ان  ی، ن  گ  اش  ت ک  ه

،Am×n م  ات  ری  س ی  ک ب  رای .۴۵-١ م  ث  ال

µA :Rn → Rm

x̂ 7→ Ax̂

م  ج  رد ب  رداری ف  ض  ای

م  ی ک  ن  د: ص  دق زي  ر خ  واص در ک  ه (S) اس  ک  ال  ر ض  رب ع  م  ل ي  ک و (+) ج  م  ع ع  م  ل ي  ک ه  م  راه ب  ه V ن  ات  ه  ی م  ج  م  وع  ه ي  ک

+ : V × V → V

ج  م  ع ج  اب  ه ج  اي  ی .۱

(w, v) −→ w + v

S : V × R −→ V

(v, α) −→ αv

∀v̂, ŵ ∈ V v̂ + ŵ = ŵ + v̂

ج  م  ع اش  ت  راک پ  ذي  ری .۲

(v, α) −→ αv

∀v, w, u ∈ V −→ (u+ v) + w = (u+ v) + w

ن  دارد. ج  م  ع در ت  اث  ي  ری پ  ران  ت  زگ  ذاری دي  گ  ر ع  ب  ارت ب  ه

ج  م  ع خ  ن  ث  ی ع  ض  و .۳
∃!O ∈ V s.t ∀v ∈ V O + v̂ = v̂ +O = v̂

ج  م  ع ق  ري  ن  ه ع  ض  و .۴
∀v ∈ V v + v′ = O



۳۴ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

ض  رب پ  ذي  ری اش  ت  راک  .۵

∀α۱, α۲ ∈ R , ∀v ∈ V α۱(α۲v̂) = (α۱α۲)v̂

ج  م  ع ب  ه ن  س  ب  ت ض  رب ت  وزي  ع پ  ذي  ری .۶
α۱(v̂ + ŵ) = α۱v̂ + ŵ

ض  رب ب  ه ن  س  ب  ت ج  م  ع پ  ذي  ری ت  وزي  ع .۷

(α۱ + α۲)v̂ = α۱v̂ + α۲v̂

اس  ک  ال  ر ض  رب خ  ن  ث  ی ع  ض  و .۸
۱v̂ = v̂

۰ ب  رداری ف  ض  ای {۰} .١ .۴۶-١ م  ث  ال

R .٢

Rn .٣

Rn خ  ط  ی زی  رف  ض  اھ ای .۴

R۱۲ = (R۳)۴ ب  ا ی  ک ب  ه ی  ک ت  ن  اظ  ر در (M۳×۴) م  ات  ری  س ھ ای ت  م  ام ف  ض  ای .۵

(Mm×n) m× n م  ات  ری  س ھ ای ت  م  ام ث  اب  ت، n و m ب  رای .۶

(P ) ح  ق  ی  ق  ی ض  رای  ب ب  ا چ  ن  دج  م  ل  ه ای ھ ای  ی ت  م  ام ف  ض  ای .٧

Pچ  ن  دج  م  ل  ه ای = {a۰ + a۱x+ · · ·+ anx
n|n ∈ N ai ∈ R}

→ خ  ط  ی ان  د →م  س  ت  ق  ل ب  اش  د ت  اب  ع ب  ه ع  ن  وان اگ  ر ≡ a۱ + a۲x+ · · ·+ a۱۰x
۱۰ ⇒ a۱ = a۲ = · · · = a۱۰ = ۰

→ اس  ت م  ت  غ  ی  ر n →چ  ون اس  ت ب  ع  د ب  ی  ن  ه  ای  ت ⇒دارای اس  ت ن  ام  ت  ن  اھ ی ب  ع  د

Pn = {a۰ + a۱x+ · · ·+ anx
n| ai ∈ R} ⇒

اس  ت n+ ۱ →ب  ع  د دارد پ  ای  ه n+ ۱ → اس  ت ث  اب  ت n چ  ون اس  ت م  ت  ن  اھ ی ب  ع  د

پ  ی  وس  ت  ه ت  واب  ع .٨
C(R,R) = {f : R→ R| پ  ی  وس  ت  ه f }

ال  ب  ع  د ←ن  ام  ت  ن  اھ ی اس  ت ب  رداری ف  ض  ای



۳۵ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

[Ck۹R] اس  ت پ  ی  وس  ت  ه آن ھ ا k−ام م  ش  ت  ق ک  ه ب  رداری ف  ض  ای .٩

م  ج  رد) ف  ض  ای (ب  رای خ  ط  ی ت  ب  دلات

ب  اش  د زي  ر خ  اص  ي  ت دارای ک  ه T ن  گ  اش  ت

V
T−→ W

T (αv̂۱ + βv̂۲) = αT (v̂۱) + βT (v̂۲) [T (۰) = ۰]

م  ج  رد) ف  ض  ای (ب  رای خ  ط  ی اس  ت  ق  لال

اگ  ر گ  وي  ي  م خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل را v۱, . . . , vk ب  رداره  ای

α۱v̂۱ + α۲v̂۲ + · · ·+ αkv̂k = ۰ α۱ = α۲ = · · · = αk = ۰

A ∈ V ب  رای خ  ط  ی اس  ت  ق  لال
ب  اش  د. خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل اع  ض  اي  ش از م  ت  ن  اه  ی ت  ع  داد ه  ر اگ  ر اس  ت خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل A زي  رم  ج  م  وع  ه

چ  ن  دج  م  ل  ه ای ف  ض  ای از اس  ت خ  ط  ی م  س  ت  ق  ل م  ج  م  وع  ه {۱, x, x۲, . . . } .۴١-٧ م  ث  ال

م  ج  رد) زی  رف  ض  ای (ب  رای پ  ای  ه

ش  ود.) ف  ض  ا خ  ود م  ت  ن  اه  ی اع  ض  ای ت  رک  ي  ب م  ج  م  وع  ه ) ک  ن  د ت  ول  ي  د را ف  ض  ا و ب  اش  د ح  ط  ی م  س  ت  ق  ل ک  ه B زي  رم  ج  م  وع  ه ي  ک

:Am×n م  ات  ری  س ھ ر ب  رای .١ .۴١-٨ م  ث  ال

TA : R→Rm

X̂ → AX̂
چ  ون
−−→ A(αx+ y) = αAX̂ + βAŷ



۳۶ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

س  اع  ت ع  ق  رب  ه خ  لاف ج  ه  ت در θ زاوی  ه ان  دازه ب  ه م  ب  دا ح  ول R۲ در دوران .٢

Rθ =

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)



x م  ح  ور ح  ول R۳ در Rxθدروان =


۱ ۰ ۰

۰ cos(θ) − sin(θ)

۰ sin(θ) cos(θ)



y م  ح  ور ح  ول R۳ در Ryθدوران =


cos(θ) ۰ sin(θ)

۰ ۱ ۰

− sin(θ) ۰ cos(θ)



z م  ح  ور ح  ول R۳ در Rzθدوران =


cos(θ) − sin(θ) ۰

sin(θ) cos(θ) ۰

۰ ۰ ۱


{v۱, v۲, . . . , vn} ،q۱, q۲, . . . , qn پ  ای  ه ب  ا زی  رف  ض  ای  ی روی ت  ص  وی  ر .٣

A = (v۱|v۲| . . . |vn)→ QR Proj = QQT

w = span{v̂۱, . . . , v̂k} زی  رف  ض  ا ی  ک ح  ول ان  ع  ک  اس

x̂+ReflwX̂ = ۲ProjW X̂

ReflW X̂ = ۲QQT − I

ھ س  ت  ن  د. خ  ط  ی ت  ب  دی  لات ان  ت  گ  رال و م  ش  ت  ق .۴١-٩ ت  ذک  ر

D : P → P

a۰ + a۱x+ · · ·+ anx
n −→ a۱ + ۲a۲x+ ۳a۳x

۲ + · · ·+ nanx
n−۱

پ  ای  ه در م  خ  ت  ص  ات

B = {v۱, v۲, . . . , vn} پ  اي  ه و م  ت  ن  اه  ی ب  ع  د ب  ا ب  اش  د ب  رداری ف  ض  ای ي  ک V ک  ن  ي  د ف  رض



۳۷ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

∀v̂ ∈ V V̂ = a۱v̂۱ + a۲v̂۲ + · · ·+ anv̂n

.۵١-٠ م  ث  ال

P۳ = {a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + a۳x

۳| ai ∈ R} P۳ ب  رای Pپ  ای  ه = {۱, x, x۲, x۳}

ب  راب  رن  د؟ ھ م ب  ا ض  رای  ب گ  ف  ت م  ی ت  وان آی  ا زی  ر ب  ه ص  ورت ھ ای ب  اش  د داش  ت  ه ن  م  ای  ش دو v اگ  ر .۵١-١ م  ث  ال

V = a۱v̂۱ + a۲v̂۲ + · · ·+ anv̂n = b۱v̂۱ + b۲v̂۲ + · · ·+ bnv̂n

→ (a۱ − b۲)v̂۱ + · · ·+ (an − bn)v̂n = ۰

→ ai = bi ۱ ≤ i ≤ n

ی  ک  ت  ا n−ت  ای  ی ب  ردار ی  ک ب  ا v̂ ب  ردار ھ ر ،B پ  ای  ه در ب  ن  اب  رای  ن دارد. پ  ای  ه در ن  م  ای  ش ی  ک ف  ق  ط V .۵١-٢ ت  ذک  ر
م  ی ش  ود. داده ن  م  ای  ش

[V ]B =< a۱, a۲, . . . , an >
ی  ع  ن  ی
−−→ V̂ = v̂۱a۱ + · · ·+ anv̂n

م  ی ش  ود. گ  ف  ت  ه B پ  اب  ه در V̂ م  خ  ت  ص  ات ب  ردار ای  ن پ  س

خ  ط  ی ت  ب  دی  لات م  ات  ری  س ن  م  ای  ش

ن  ظ  ر در را V T−→ W خ  ط  ی ت  ب  دي  ل و dim(V ) = n و dim(W ) = m و ه  س  ت  ن  د م  ج  رد ف  ض  ای W و V ک  ن  ي  د ف  رض
ب  گ  ي  ري  د:

.W و V ب  رای ب  اش  ن  د پ  اي  ه BW و BV ک  ن  ي  د ف  رض

V n T−→ Wm

⇒ T (V̂ ) = [T ]BV
BW︸ ︷︷ ︸

T م  ات  ري  س ن  م  اي  ش

< a۱, a۲, . . . , an >︸ ︷︷ ︸
BW پ  اي  ه در V̂ ب  ردار ن  م  اي  ش

= < α۱, α۲, . . . , αm >︸ ︷︷ ︸
BW پ  اي  ه در T (V ) ن  م  اي  ش

[T ]BV
BW

=


... ...

T (v۱) . . . T (vn)
... ...



a۱

...
an

 =


α۱

...
αn





۳۸ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

ی  ک P۳ → P۲ ک  ه P۳
D−→ P۳ م  ش  ت  ق ع  م  ل  گ  ر .{۱, x, x۲, x۳} پ  ای  ه ب  ا ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را P۳ .۵١-٣ م  ث  ال

اس  ت. خ  ط  ی ت  ب  دی  ل

P۳
D−→ P۳ : [D] =



D(۱) D(m) D(m۲) D(m۳)

۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۲ ۰

۰ ۰ ۰ ۳

۰ ۰ ۰ ۰


۴×۴

P۳
D−→ P۲ : [D] =


۰ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۲ ۰

۰ ۰ ۰ ۳


۴×۳

پ  ای  ه ت  غ  ی  ی  ر

س  اده م  ث  ال −→ Rn T−→ Rm

Rn اس  ت  ان  دارد StRnپ  اي  ه = {e۱, . . . , en} ei =< ۰, ۰, ۱︸︷︷︸
−iام

, ۰, ۰ >

SrRm = {e′۱, . . . , e′n} e′i =< ۰, ۰, ۰, i︸︷︷︸
−iام

, ۰, ۰ >

Rn id //

���� � �

Rn T //

��

Rm id //

��

Rm

��
B [id]BStn [T ]StnStm

[id]StmB′ B′

[T ]BB′ = [id]StmB′ [T ]StnStm
[id]BStn

idRm ◦ T ◦ idRn = idRm(T (idRm))



۳۹ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

θ̂ زاوی  ه ان  دازه ب  ه v̂ ب  ردار ح  ول راس  ت  گ  رد دوران .۵۴-١ م  ث  ال
ک  ن  د ت  ص  وی  ر i ب  ه r̂ ک  ه ھ س  ت  ی  م خ  ط  ی ت  ب  دی  ل ی  ک دن  ب  ال اس  ت، راس  ت  گ  رد دوران ھ دف چ  ون

Rotx,θ =


۱ ۰ ۰

۰ cos(θ) − sin(θ)

۰ sin(θ) cos(θ)


(.θ ان  دازه ب  ه x ح  ول (ی  ع  ن  ی :Rotx,θ

R۳ Rotx,θ−−−→ R۳

{i, j, k} اس  ت  ان  دارد ,i}پ  ای  ه j, k}

ب  اش  د. راس  ت  گ  رد و م  ت  ع  ام  د ک  ه {v۰, v۱, v۲} ب  ه ص  ورت م  ی ک  ن  ی  م پ  ی  دا پ  ای  ه ی  ک پ  س

T (v̂۰) = i T (v̂۱) = j T (v̂۲) = k

[T ]
{v̂۰,v̂۱,v̂۲}
{i,j,k} =


۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۱


[Rotv̂۰,θ]

v̂۰,v̂۱,v̂۲

۸ .(R۳ اس  ت  ان  دارد پ  ای  ه ب  ه ) ب  ی  اب  ی  د. را vn = (۱,۱, ۰) ح  ول راس  ت  گ  رد دوران ب  ه م  ت  ن  اظ  ر م  ات  ری  س .۵۵-١ م  ث  ال
T : v̂۰ → î راس  ت  گ  رد

م  ی ی  اب  ی  م. R۳ ب  رای م  ت  ع  ام  د و راس  ت  گ  رد {


۱

۱

۰

 , v̂۱, v̂۲} پ  ای  ه ج  واب:

det


۱ ۱

−۱ ۱ ۰

۰ ۰ ۱

 = ۱− (−۱) = ۲ > ۰



۴۰ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

ک  ه ب  گ  ی  ری  د ن  ظ  ر در را T خ  ط  ی ت  ب  دی  ل
T (v̂۰) = î

T (v̂۱) = ĵ

T (v̂۲) = k̂

[T ]BSt =


۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۱


[Rptv̂۰,BX̂]StSt =

[
T−۱ ◦Roti,θ ◦ T

]St
St

= [T−۱]StSt[Rot̂i,θ]
St
St[T ]

St
St

[Rot[̂i, θ]]
St
St =


۱ ۰ ۰

۰ cos(θ) − sin(θ)

۰ sin(θ) cos(θ)


[T ]StSt = [id]StSt[T ]

B
St[id]

St
B

[id]idB =
(
[id]BSt

)
= (v۰|v۱|v۲)

−۱ =


۱ −۱ ۰

۱ ۱ ۰

۰ ۰ ۱



[T ]StSt = I · I ·


۱ −۱ ۰

۱ ۱ ۰

۰ ۰ ۱


−۱

[Rotv۰,θX̂] =


۱ −۱ ۰

۱ ۱ ۰

۰ ۰ ۱




۱ ۰ ۰

۰ cos(θ) − sin(θ)

۰ sin(θ) cos(θ)




۱ −۱ ۰

۱ ۱ ۰

۰ ۰ ۱





۴۱ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

P =



۱

۱
. . .

cos(θ) − sin(θ)→ i

sin(θ) cos(θ)→ j

. . .

۱


n×n

< ۱,۲,۳,۵,۶,۴,−۱ >

P۳,۵,۳D < ۱,۲,۵,۴,−۱ >cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

۳

۶



P۳,۵,θ =



۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰

۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ cos(θ) − sin(θ) ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۱ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ sin(θ) ۰ cos(θ) ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ۱


:Di,j,θ خ  واص

دارن  د. ی  ک ط  ول س  ت  ون ھ ا و س  ط  رھ ا ت  م  ام .١

.٢
Pi,j,θP

T
i,j,θ = I = P T

i,j,θPi,j,θ

اس  ت. ی  ک  ه م  ت  ع  ام  د م  ات  ری  س .٣

.۴
Pi,j,θ۱Pi,j,θ۲ = Pi,j,θ۱+θ۲



۴۲ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

X̂ = Reflu⊥X̂ = ۲ProjX̂û

Reflu⊥X = X̂ − ۲Proj(X̂) = id− ۲û · X̂
û · û

= id− ۲QQT = id− ۲
u · uT

uT · u
b̂

م  ج  رد ب  رداری ف  ض  ای ی  ک در داخ  ل  ی ض  رب ١ . ١ . ٣

(x۱, . . . , xn) · (y۱, . . . , yn) = x۱y۱ + · · ·+ xnyn

ن  ات  ب  اه  ي  دگ  ی: خ  اص  ي  ت

û · û =∥ u ∥۲≥ ۰ û · û = ۰↔ u = ۰ •

u · (αv̂۱ + βv̂۲) = αû · v̂۱ + βû · v̂۲ •

(αv̂۱ + βv̂۲) · û = αv̂۱ · û+ βv̂۲ · u •

v̂ · û = û · v̂ ∀û, v̂ •

ت  اب  ع ی  ک داخ  ل  ی ض  رب .۵۶-١ ت  ذک  ر

< ., . >:V × V → R

< v,w >7→ v̂ · ŵ

م  ی ن  ام  ی  م. داخ  ل  ی ض  رب را l ش  رط ب  ا ش  ده ذک  ر خ  اص  ی  ت ۴ دارای ک  ه

م  ی گ  ي  ري  م: ن  ظ  ر در را R ب  ه [۰,۱] از پ  ي  وس  ت  ه ت  واب  ع ت  م  ام ،C([۰,۱],R) ب  رداری ف  ض  ای

f : [۰,۱]→ R

< f, g >=?

g : [۰,۱]→ R



۴۳ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

ب  ودن: داخ  ل  ی ض  رب ب  ررس  ی

< f, g >=

∫ ۱

۰
f(x)g(x) dx

< f, f >=

∫ ۱

۰
f۲dx ≥ ۰ ,

∫ ۱

۰
f۲ = ۰

(Am×n)m≥n tall و full rank م  ات  ری  س .۵١-٧ ت  ذک  ر

A = Qm×n R︸︷︷︸
QTQ = I ب  ودن  د. ی  ک  ه م  ت  ن  اظ  ر س  ت  ون ھ ا

.R۱ = R۲ و Q۱ = Q پ  س A = Q۱R۱ = Q۲R۲ ←ی  ع  ن  ی ی  ک  ت  اس  ت QR ت  ج  زی  ه

Gram-Shmid ۴ . ١ . ١

u⊥ = {v ∈ Rn| < v̂, û >= ۰}

HûX̂ − X̂ = −۲ProjûX̂

HuX̂ = X̂ − ۲ProjûX̂

= IX − ۲
û · X̂
û · û

· u

HuX̂ = IX̂ − ۲
uuT

uTu

Hu(X̂)m×m =

(
I − ۲

uuT

uTu

)
X̂

(A)m×n ⇝ Ā = ( A︸︷︷︸ |۰| . . . |۰)m×m

Hû


a۱۱

...
am





۴۴ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

ک  ه ب  ي  اب  ي  م ط  وری ب  اي  د را lu

Hu


a۱۱

...
am

 =


∥ C۱ ∥

۰
...
۰


(u = داري  م ک  ه −س  ت  ون  ی م  ی خ  واه  ي  م ک  ه (س  ت  ون  ی e۱ =

۱
۰
...
۰

ک  ه û = Ĉ۱− ∥ C۱ ∥ e۱ ده  ي  م ق  رار اگ  ر پ  س

(Hû)m×m = Im×m − ۲
uuT

uTu

Hû(A|۰| . . . |۰)m×m =



∥ C۱ ∥

۰ ∥ C۲ ∥

۰
...
۰︸︷︷︸

HnĈ۱



u′
۲ = داري  م ک  ه −س  ت  ون  ی م  ی خ  واه  ي  م ک  ه س  ت  ون  ی = C ′

۲− ∥ C ′
۲ ∥ e۱

Hu′
۲
= I(m−۱)×(m−۱) − ۲

u′
۲u

T
۲

u
′T
۲ u

′
۲

⇒ Hu۲ =



۱ ۰ . . . ۰

۰
...
۰ ︸︷︷︸

Hu′۲


m×m

Hu۱(Ā) =



C۱

۰ C ′
۲

۰
...
۰


⇒ Hu۲Hu۱Ā =



∥ C۱ ∥

۰ ∥ C۲ ∥

۰ ۰
... ...
۰ ۰





۴۵ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

.۵١-٨ م  ث  ال

A =


۱ ۳ ۱

۱ ۱ ۱

۳ −۱ ۱

۳ ۱ ۱


۴×۳


۰

۰

۰



u۱ = اول −س  ت  ون ∥ اول س  ت  ون ∥


۱

۰

۰

۰

 =


۱

۱

۳

۳

−
√

۲۰


۱

۰

۰

۰

 =


۱−
√

۲۰

۱

۳

۳



Hu۱ = I − ۲
uuT

uTu
=


۱

۱

۱

۱

−
۲

۴۰− ۲
√

۲۰


۱−
√

۲۰

۱

۳

۳


(
۱−
√

۲۰ ۱ ۳ ۳
)

Hu۱ =


۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰

− ۲

۴۰− ۲
√

۲۰


۲۱− ۲

√
۲۰ ۱−

√
۲۰ ۳(۱−

√
۲۰) ۳(۱−

√
۲۰)

۱−
√

۲۰ ۱ ۳ ۳

۳(۱−
√

۲۰) ۳ ۹ ۹

۳(۱−
√

۲۰) ۳ ۹ ۹


خ  واص


H۲ = I

⇒ HHT = HH = I → H = H−۱

H = HT



۴۶ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

H۳H۲H۱Ā =


∗ ۰

۰ ∗ ۰

۰ ∗ ۰

۰ ۰ ۰ ۰



Ā = H۱H۲H۳


∗ ۰

۰ ∗ ۰

۰ ∗ ۰

۰ ۰ ۰ ۰

⇒ Am×n = (H۱H۲H۳)m×nRn×n

م  ع  روف م  ات  ری  س ھ ای ل  ی  س  ت

An×n = AT
n×n ...................................................................................................................... م  ت  ق  ارن •

AT = −A ...................................................................................................................... پ  ادم  ت  ق  ارن •

∃k s.t Ak
n×n = ۰ ....................................................................................................... ت  وان پ  وچ •

A۲ = A خ  ودت  وان...................................................................................................................... •

AAT = I = ATA ..................................................................................................... م  ت  ع  ام  د •

AAT = ATA ...................................................................................................................... ن  رم  ال •

A۲ = I ...................................................................................................................... ب  س  ط  ی •

(Ā)T = A ه  رم  ي  ت  ی...................................................................................................................... •

(Ā)T = −A پ  اده  رم  ي  ت  ی...................................................................................................................... •

م  ی ش  ود. ن  ام  ي  ده خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ي  ک Vn
T−→ Vn ح  ط  ی ت  ب  دي  ل ه  ر ب  ه خ  ط  ی: ع  م  ل  گ  ر

در را T خ  ط  ی خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ن  م  اي  ش اي  ن ص  ورت در .B۲ و B۱ پ  اي  ه ه  ای ب  ا و ب  اش  د n ب  ع  د دارای V ک  ه ک  ن  ي  د ف  رض
م  ی گ  ي  ري  م. ن  ظ  ر در B۲ و B۱ پ  اي  ه ه  ای

راب  ط  ه:



۴۷ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

[T ]B۲
B۲

= [id]B۱
B۲
[T ]B۱

B۱
[id]B۲

B۱

P = [id]B۲
B۱

[T ]B۲
B۱

= P−۱[T ]B۱
B۱
P

داش  ت  ه وج  ود Pn×n م  ع  ک  وس پ  ذی  ر م  ات  ری  س اگ  ر گ  وی  ی  م م  ت  ش  اب  ه را Bn×n و An×n م  رب  ع  ی م  ات  ری  س دو .۵١-٩ ت  ذک  ر
ب  ه ط  وری ک  ه ب  اش  د

B = P−۱AP

ه  س  ت  ن  د. م  ت  ش  اب  ه  ی م  ات  ري  س ه  ای م  خ  ت  ل  ف، پ  اي  ه دو در T خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر ن  م  اي  ش خ  لاص  ه: ب  ه ط  ور
ش  ود ق  ط  ری ،T ب  ه ط  وری ک  ه ک  رد پ  ي  دا V ب  رای پ  اي  ه ای ب  ت  وان اگ  ر

[T ]B۲
B۲

=


∗

∗

∗


ي  ع  ن  ی اس  ت ش  ون  ده ق  ط  ری T ع  م  ل  گ  ر آن گ  اه

∗

∗

∗

 = P−۱[T ]B۱
B۱
P

آن گ  اه ب  اش  د، ق  ط  ری A م  ات  ری  س اگ  ر .۶١-٠ ت  ذک  ر

eAt = ۱+ tA+
t۲A۲

۲

م  ت  ش  اب  ه ان  د. B و A ک  ه دھ ی  د ن  ش  ان .۶١-١ م  ث  ال

A =

۲ ۱

۰ ۳

 , B =

۲ ۰

۰ ۳


ح  ل:



۴۸ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

a b

c d

−۱ ۲ ۱

۰ ۳

a b

c d

 =

۲ ۰

۰ ۳


...

if P =

۱ ۱

۰ ۱

−۱ ۲ ۱

۰ ۳

۱ ۱

۰ ۱

 =

۲ ۰

۰ ۳

⇒
اس  ت. م  ت  ش  اب  ه B ب  ا چ  ون اس  ت ش  ون  ده ق  ط  ری A⇐ اس  ت ق  ط  ری B و ن  ی  س  ت ق  ط  ری A

دت  رم  ی  ن  ان ۵ . ١ . ١

اض  لاع ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د ال  س  ط  وح م  ت  وازی الاض  لاع ع  لام  ت دار ب  ع  دی n ح  ج  م از ع  ب  ارت  س  ت An×n م  ات  ري  س ب  رای م  ف  ه  وم:
.â۱, â۲, . . . , ân

A =


. . . â۱ . . .

...
. . . ân . . .


n×n

۱D ⇒ det[α] = α ب  ع  دی ي  ک ح  ج  م

۲D ⇒ det

â

b̂

 = b̂ و â اض  لاع ب  ا م  ت  وازی الاض  لاع ع  لام  ت دار ح  ج  م

j و i م  ث  ل (ت  رت  ي  ب  ش ب  روي  م b س  م  ت ب  ه a از اگ  ر ح  ال اس  ت. راس  ت  گ  رد پ  اي  ه رف  ت  ن، j س  م  ت ب  ه i از ب  ع  دی ۲ ف  ض  ای در
پ  س ب  اش  د j و i م  ث  ل و ب  اش  د)

{i, j} ⇒ راس  ت  گ  رد

{a, b} ⇒ راس  ت  گ  رد if {a, b}



س  اع  ت) ع  ق  رب  ه ه  ای (خ  لاف ⇒راس  ت  گ  رد det(

â

b̂

) = s > ۰

س  اع  ت) ع  ق  رب  ه ه  ای ج  ه  ت (در ⇒چ  پ  گ  رد det(

â

b̂

) = s < ۰

ع  لام  ت دار: ح  ج  م خ  واص



۴۹ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

1. det(

â

b̂

) = − det(

â

b̂

)

2. det(

â+ kb̂

b̂

) = det(

a

b

)

3. det(

 â

cb̂

) = c det(

â

b̂

)

4. det(

 â

b+ kâ

)

5. det

1 0

0 1

 = 1

det

a b

c d

 = a det

۱ b
a

c d

 = a det

۱ b
a

۰ d− b
a


= det

۱ b
a

۰ ad− bc

 = (ad− bc) det

۱ b
a

۰ ۱


= ad− bc

م  ی ده  د. م  ا ب  ه ع  دد ي  ک m×m م  ات  ري  س ه  ر از :n ب  ع  د ب  رای

det : Mn×n → R

خ  واص:

م  ی ش  ود. م  ن  ف  ی دت  رم  ي  ن  ان ک  ن  ي  م ع  وض را س  ط  ر دو اگ  ر .Ri
A′
↔ Rj ⇒ det(A′) = − det(A) .۱

ع  دد آن در ن  ي  ز دت  رم  ي  ن  ان ک  ن  ي  م ض  رب ع  دد ي  ک در را س  ط  ر ي  ک اگ  ر .Ri
A′
↔ cRi ⇒ det(A′) = c det(A) .۲

م  ی ش  ود. ض  رب

.Ri ↔ Ri + cRj ⇒ det(A′) = det(A) .۳



۵۰ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

det


۱

. . .
۱


n×n

= ۱ .۴

G− j ت  وس  ط دت  رم  ی  ن  ان آوردن ب  دس  ت ن  ح  وه

det


۲ ۴ ۶

۲ ۱ ۰

۱ ۰ ۱

 R۱↔R۳−−−−→ − det


۱ ۰ ۱

۲ ۱ ۰

۲ ۴ ۶

 −۲R۱+R۲→R۲−−−−−−−−−→−۲R۱+R۳→R۳ − det


۱ ۰ ۱

۰ ۱ −۲

۰ ۴ ۴



− det


۱ ۰ ۱

۰ ۱ −۲

۰ ۰ ۱۲

 = −۱۲


۱ ۰ ۱

۰ ۱ −۲

۰ ۰ ۱

 = −۱۲


۱ ۰ ۰

۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۱

 = −۱۲

دی  گ  ر: روش  ی

det


۲ ۴ ۶

۲ ۱ ۰

۱ ۰ ۱

 = ۲(۱− ۰)− ۴(۲) + ۶(−۱) = −۱۲

: س  اروس روش

det


۲ ۴ ۶

... ۲ ۴

۲ ۱ ۰
... ۲ ۱

۱ ۰ ۱
... ۱ ۰

 = ۲+ ۰+ ۰− (۶− ۰+ ۸) = −۱۲

ی  ادآوری
م  رت  ب اض  لاع ب  ا م  ت  وازی ال  س  ط  وج ع  لام  ت  دار ح  ج  م Rn در ع  لام  ت  دار ب  ع  دی n ←ح  ج  م ←ه  ن  دس  ی دت  رم  ي  ن  ان

:â۱, . . . , ân

det


. . . a۱ . . .

...
. . . an

...





۵۱ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

م  ی ش  ود: م  ش  خ  ص زي  ر خ  واص ب  ا ي  ک  ت  ا ب  ه ط  ور

Ri ↔ Rj det→ − det

Ri ↔ cRj det→ c det

Ri ↔ Ri + cRj det→ det

det In = ۱

دت  رم  ی  ن  ان: م  ه  م خ  واص

if Asingular ⇔ detA = ۰ •

اس  ت. م  ق  دم  ات  ی س  ط  ری م  ات  ري  س E ک  ه det(EA) = det(E) det(A) •

det(AT ) = det(A) •

det(A−۱) = det−۱(A) •

if A triangular ⇒ det(A) = a۱۱a۲۲ . . . ann •

det(AB) = det(A) det(B) •

•

det


A۱ ۰ ۰

۰ A۲ ۰

۰ ۰ Ak

 = det(A۱) det(A۲) . . . det(Ak)

•

det

Ak×k Bl×k

۰ Dl×l

 = det(Ak×k) det(Dl×l)

•

det

Ak×k Bk×k

Ck×k Dk×k

 = det(A) det(D)− det(B) det(C)

if Anon− singular ⇔ det(A) ̸= ۰ •



۵۲ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

.Asingular ⇔ det(A) = det(EA)
G−j−−→= det(R) = ۰ .(۱) اث  ب  ات.

if Anpn− singular ⇒ R = In ⇒ det(A) ̸= ۰ .(۹)

if A singular ⇒ Rank(A) < n⇒ N(AT ) = C(A)⊥ ̸= {۰}

∃x : ATX = ۰⇒ AT singular ⇒ det(AT ) = ۰

det(A) = det(AT ) = ۰

if Anon− singular ⇒ det(A) = det(E−۱R) = det(E−۱)

= det(E−۱
۱ . . . E−۱

n ) = det(E−۱
۱ . . . E−۱

n ) = det(E−۱
۱ ) . . . det(E−۱

n )

= det(E′T ) . . . det(E
′T
n ) = det(ET ) = det(E) = det(AT )

if A singular ⇒ AB singular .۶١-٢ ت  ذک  ر
#det(A) = det(AT )

Asingular ∃aii aii = ۰⇒ det(A) = ۰

Anon− singular a۱۱, a۲۲, . . . , ann ̸= ۰ det(A) = a۱۱ . . . ann

ن  اص  ف  ر دت  رم  ي  ن  ان ب  ا ک  رد پ  ي  دا r × r زي  رم  ات  ري  س ي  ک م  ی ت  وان ک  ه ای r ب  زرگ  ت  ري  ن #Rank()m×n =

.۶١-٣ م  ث  ال

det



۱ ۲ ۰ ۰ ۰ ۰

۰ ۱ ۰ ۰ ۰ ۰

۰ ۰ ۱ ۲ ۰ ۰

۰ ۰ ۳ ۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۲

۰ ۰ ۰ ۰ ۱ ۲


= ۰

EA = R۱ E۲D = R۲



۵۳ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱


E۱

۱
. . .

۱


A B

۰ D

 =

R۱ ∗

۰ D



⇒



۱

۱

۱

۱

۰

۰ E۲


R۱ ∗

۰ D

 =

R۱ ∗

۰ R۲

 = م  ث  ل  ث  ی ب  الا

det

A B

C D

 = det(AD −BC) ifAC = CA

det

A B

C D

 = det(A) det(D − CA−۱B) ب  اش  د م  ع  ک  وس پ  ذي  ر A اگ  ر
A−۱ ۰

۰ I

A B

C D

 =

I A−۱B

۰ D



دت  رم  ی  ن  ان ب  رای ک  ل  ی ف  رم  ول

A =


a۱۱ a۱۲ . . . a۱n

a۲۱ a۲۲ . . . a۲n

... ... ...
an۱ an۲ . . . ann


n×n

ت  ن  اوب  ی ⇒ع  لام  ت


+ − + . . .

− + − . . .
... ...

→ (۱)i+j

(ک  ه  اد) م  ات  ری  س م  ی  ن  ورھ ای

م  ی ک  ن  ي  م. ح  ذف را j−ام س  ت  ون و i−ام س  ط  ر ب  اش  د (n− ۱)× (n− ۱) م  ات  ري  س ي  ک A



۵۴ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

م  ات  ری  س ھ م ت  وان ھ ای
.Cij = (−۱)i+j detAij

ث  اب  ت). j) س  ت  ون ي  ک ح  س  ب ب  ر ف  رم  ول

det(A) =
n∑

i=۱

aijCij =
∑
i=۱

aij(−۱)i+j det(Aij)

اول: س  ت  ون ح  ول م  ث  ال

det(A) = (−۱)۱+۱a۱۱ det(A۱۱) + · · ·+ (−۱)۱+nan۱ det(An۱)

(س  ت  ون اس  ت. دت  رم  ي  ن  ان خ  واص ت  م  ام دارای ده  ي  م ن  ش  ان ب  اي  د اس  ت det ش  ده داده ف  رم  ول ده  ي  م ن  ش  ان اي  ن ک  ه ب  رای اث  ب  ات.
ث  اب  ت) jام

det(A) =
n∑

i=۱

(−۱)i+jaij det(Aij)

م  ات  ري  س در م  ن  ف  ی ي  ک ه  رک  دام آوري  م ب  دس  ت را دي  گ  ر س  ط  ره  ای اگ  ر م  ی ک  ن  ي  م. ع  وض ه  م ب  ا k−ام و h−ام س  ط  ره  ای م  ک  ان
م  ی ش  ود. ض  رب آن ه  ا ک  ه  اد

.k = h+ ۱ خ  اص ح  ال  ت

(−۱)h+jah+۱,j det(Ah+۱,j) = (−۱)(−۱)h+j(ah+۱,j) det(Ah+۱,j)

داد. ان  ج  ام م  ی ت  وان  ي  م ن  ي  ز ث  اب  ت س  ط  ره  ای ب  رای را h′ ه  م  ان پ  س det(A) = det(AT ) چ  ون
س  ط  ر: ح  ول ب  س  ط

det(A) =
n∑

j=۱

(−۱)i+jaij det(Aij)

.۶۴-١ ت  ذک  ر
det(tA− (۱− t)B)

۱
n ≥ t det(A) + (۱− t) det(B)

ک  رام  ر ق  اع  ده ۶ . ١ . ١

.X = A−۱b ب  اش  د م  ع  ک  وس پ  ذي  ر A اگ  ر .AX = b ک  ن  ي  د ف  رض



۵۵ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

A


x۱

. . .

xn

 = b→ b̂ = x۱A۰,۱ + · · ·+ xnA۱,n

det
(
A۰,۱ A۰,۲ b . . . A۰,n

)
= det


x۱A۰,۱

A۰,۱
... A۱,j+۱ A۰,n

xnA۰,n


det(A) =

n∑
i=۱

(−۱)i+jaij det(Aij) = det(A۱| . . . |x۱A۱ + · · ·+ xnAn| . . . |An) =

→ x۱ det(A۱| . . . |A۱| . . . |An) + · · ·+ xj det(A۱| . . . |Aj| . . . |An) + · · ·+ xn det(A۱| . . . |An| . . . |An)

= xj det(A)

ب  اش  د. Aم  ع  ک  وس پ  ذي  ر ⇒ xj =
det(A۱| . . . |b| . . . |An)

det(A)

⇒


x۱

...
xn

 =
۱

det(A)


det(b|A۲| . . . |An)

det(A۱|b| . . . |An)
...

det(A۱|A۲| . . . |An−۱|b)



ب  اش  د م  ع  ک  وس پ  ذي  ر A ÂX = êj =


D
...
۱

۰

 x̂ = A−۱ej = A−۱ j−ام س  ت  ون (۶)

xi =
det(A۱ . . . ej . . . An)

det(A)
=

۱
det(A)

((−۱)i+j det(Aji) (۷)

داري  م eq۱.۷.۲)(؟؟) و eq۱.۶.۲)(؟؟) از اک  ن  ون

A−۱
ij =

۱
det(A)

(−۱)i+j det(Aji) =
۱

det(A)
(−۱)i+j det(Aij)

•
Cij = (−۱)i+j det(Aij)



۵۶ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

م  ی آي  د. ب  دس  ت i−ام س  ط  ر و j−ام س  ت  ون ح  ذف ب  ه Aij

•
det(A) =

n∑
j=۱

aijCij ي  ا det(A) =
n∑

i=۱

aijCij

•
A−۱ =

۱
det(A)

CT

اس  ت. ک  وف  اک  ت  ور م  ات  ري  س CT ک  ه

وی  ژه ب  ردار ھ ای و م  ق  ادی  ر ١ . ١ . ٧

.V T−→ V : خ  ط  ی ع  م  ل  گ  ر
.X → aX خ  ط  ی: ع  م  ل  گ  ر س  اده ت  ري  ن

ب  ه ص  ورت T ع  م  ل  گ  ر v̂ ب  ردار راس  ت  ای در ه  رگ  اه گ  وي  ي  م T ب  رای وي  ژه ب  ردار ي  ک را V ̸= ۰ ن  اص  ف  ر ب  ردار وی  ژه: ب  ردار
ي  ع  ن  ی م  ی ک  ن  د ع  م  ل ب  ع  دی ي  ک

∃λ ∈ R T (v̂) = λv̂ T ع  م  ل  گ  ر وي  ژه م  ق  دار λ

.λ وي  ژه م  ق  دار ب  ه م  ت  ن  اظ  ر وي  ژه ب  ردار ص  ورت، اي  ن ب  ه  را v̂ ̸= ۰

.۶۵-١ م  ث  ال

Rotθ =

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

 θ زاوی  ه ب  ا ب  ع  دی ۲ دوران

ن  ی  س  ت. v̂ راس  ت  ای در ش  ده ت  ب  دی  ل ب  ردار غ  ی  رای  ن ص  ورت در چ  ون θ = Kπ و k ∈ Z ای  ن ک  ه م  گ  ر ن  دارد وی  ژه م  ق  دار

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

x۱

x۲

 =

x۱ cos(θ) −x۲ sin(θ)

x۱ sin(θ) x۲ sin(θ)

→
.θ زاوی  ه ان  دازه ب  ه

x۱

x۲

 ی  اف  ت  ه دوران



۵۷ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

دارد؟ وی  ژه ب  ردار R۳ در ان  ع  ک  اس  ی م  ات  ری  س آی  ا .۶۶-١ م  ث  ال

Ref lu⊥(x̂) = λx̂

Ref l(ص  ف  ح  ه ب  ر ع  م  ود (ب  ردار = −( ص  ف  ح  ه ب  ر ع  م  ود →(ب  ردار ک  رده ح  ف  ظ را راس  ت  ا

Ref l(ص  ف  ح  ه داخ  ل (ب  ردار = ص  ف  ح  ه داخ  ل ب  ردار →خ  ود λ = ±۱

گ  وی  ی  م. T ع  م  ل  گ  ر ط  ی  ف را T ع  م  ل  گ  ر وی  ژه م  ق  ادی  ر م  ج  م  وع  ه

.V T−→ V , dim(V ) = n :T وي  ژه م  ق  ادي  ر م  ح  اس  ب  ه
م  ی ک  ن  ي  م. ان  ت  خ  اب V ب  رای (B) ب  رای پ  اي  ه ي  ک

A = [T ]BB = →م  ات  ري  س T (v̂) = [T ]BB[V̂ ]B

T (V̂ ) = λV̂ → AV̂ = λV̂

→ (An×n − λIn×n)V̂ = ۰
V ̸=۰−−→ A− λI = ۰→ م  ع  ک  وس ن  اپ  ذي  ر ي  ا ت  ک  ي  ن

پ  س اس  ت ت  ک  ي  ن و م  ع  ک  وس ن  اپ  ذي  ر A − λI آن گ  اه ب  اش  د، λ وي  ژه م  ق  دار ب  ه م  ت  ن  اظ  ر وي  ژه ب  ردار V̂ ≠= ۰ اگ  ر
.det(A− λI) = ۰

پ  س ن  ي  س  ت. م  ع  ک  وس پ  ذي  ر A− λI اي  ن ص  ورت در det(A− λI) = ۰ داري  م λ ع  دد ب  رای ک  ن  ي  م ف  رض ب  رع  ک  س.
(A−λI)V̂ = ۰ ب  ه ط  وری ک  ه دارد وج  ود V ̸= ۰ پ  س دارد. ن  اص  ف  ر ج  واب ل  ذا دارد. ج  واب ب  ي  ن  ه  اي  ت (A−λI)X = ۰

.AV̂ = λV̂ پ  س
.۰ = det(A− λI) اگ  ر ت  ن  ه  ا و اگ  ر اس  ت وي  ژه م  ق  دار λ

آوری  د. ب  دس  ت را وی  ژه ف  ض  ای ب  ع  د و آوری  د ب  دس  ت را ( cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ) ) م  ات  ری  س وی  ژه م  ق  دار .۶١-٧ م  ث  ال

det

cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

−
λ ۰

۰ λ

 = det

cos(θ)− λ − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)− λ

 = ۰

⇒ (cos(θ)− λ)۲ + sin۲(θ) = ۰⇒ λ۲ − ۲ cos(θ)λ+ ۱ = ۰

⇒ λ = cos(θ)±
√

cos(θ)− ۱→ if cos۲(θ) < ۱→ ن  داری  م ح  ق  ی  ق  ی وی  ژه م  ق  ادی  ر

if cos۲(θ) = ۱→ cos(θ) = ±۱→ θ = kπ ⇒ λ = ±۱



۵۸ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

م  ات  ری  س وی  ژه م  ق  ادی  ر .۶١-٨ م  ث  ال

Rotx,θ =


۱ ۰ ۰

۰ sin(θ) − sin(θ)

۰ sin(θ) cos(θ)

]
آوری  د. ب  دس  ت را

det(Rot− λI) = (۱− λ)(λ۲ − ۲ cos(θ)λ+ ۱) = ۰

⇒

λ = ۱

θ ̸= kπ
,

λ = ±۱

θ = kπ

آوری  د: ب  دس  ت را زی  ر م  ات  ری  س وی  ژه م  ق  اددی  ر .۶١-٩ م  ث  ال

Rotx,theta =


۱ ۰ ۰

۰ cos(theta) − sin(theta)

۰ sin(theta) cos(theta)


ح  ل:

det(Rot− λI) = (۱− λ)(λ۲ − ۲ cos(theta)λ+ ۱) = ۰

⇒

λ = ۱

theta ̸= kπ
,

λ = ±۱

theta = kπ

.١-٧٠ م  ث  ال

A =

 ۳ ۱

−۳ ۷


آوری  د. ب  دس  ت را م  ش  خ  ص  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای (A)

آوری  د. ب  دس  ت را A وی  ژه م  ق  ادی  ر (B)

آوری  د. ب  دس  ت پ  ای  ه اح  ت  س  اب ب  ا را وی  ژه زی  رف  ض  ا ھ ای (C)



۵۹ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

اس  ت؟ ش  ون  ده ق  ط  ری آی  ا (D)

ح  ل:
.A اص  ل  ی ق  ط  ر اع  ض  ای ج  م  ع = tr(A)

م  ش  خ  ص  ه. چ  ن  دج  م  ل  ه ای = det(A− λI) = λ ب  رح  س  ب n درج  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای

det


a۱۱ − λ

a۲۲ − λ ∗

∗ . . .

ann − λ

 = (−۱)nλn + (−۱)n−۱(tr(A))λn−۱

+ (−۱)n−۲(∗)λn−۲ + · · ·+ (tr(C))λ+ det(A) = ۰

ک  وف  اک  ت  ور م  ات  ری  س :tr(C)

(A)

det

۳− λ ۱

−۳ ۷− λ

 = λ۲ − ۱۰λ+ ۲۴ = ۰→

λ = ۴

λ = ۶
⇒ف  رم  ول PA(λ) = (−۱)۲λ۲ − ۱۰λ+ ۲۴

وی  ژه زی  رف  ض  اھ ای ١ . ١ . ٨

وي  ژه: م  ق  دار λ

E(λ) = {v|Av = λv} = {v| (A− λI)v = ۰} = N(A− λI)Av = λv

Aw = λw

v, w ∈ E(λ), A(αv + βw) = αAv + βAw = λ(αv + βw)

:λ = ۴ ب  ا م  ت  ن  اظ  ر وي  ژه زي  رف  ض  اه  ای



۶۰ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

E(۴) = {v|Av = ۴v} = N(A− ۴I)

→ N

−۱ ۱

−۳ ۳

 ۶−j−−→ N

−۱ ۱

۰ ۰

 = span{

۱

۱

}
x۱ → آزاد x۲ → واب  س  ت  ه

:λ = ۶ ب  ا م  ت  ن  اظ  ر وي  ژه زي  رف  ض  ای

E(۶) = {v|Av = ۶v} = N(A− ۶I)

= N

−۳ ۱

−۳ ۱

 ۶j−→ N

−۳ ۱

۰ ۰

 = span{
(
۱ ۳

)
}

P−AP =

∗ ۰

۰ ∗

 ش  ون  دگ  ی: ق  ط  ری

اس  ت. ق  ط  ری آن گ  اه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود م  ات  ري  س  ی چ  ن  ي  ن اگ  ر

وي  ژه ان  د. م  ق  ادي  ر ،A اص  ل  ی ق  ط  ر اع  ض  ای ب  اش  ي  م، داش  ت  ه را A م  ات  ري  س اگ  ر .۱

ب  اش  د. ش  ده درس  ت وي  ژه ب  رداره  ای از ف  ق  ط ک  ه ک  رد پ  ي  دا پ  اي  ه ای م  ی ت  وان ي  ع  ن  ی م  ی ک  ن  ن  د ت  ول  ي  د م  ت  ن  اظ  ر وي  ژه ب  رداره  ای .۲

پ  اي  ه

B = {

۱

۱

 ,

۱

۳

}
پ  اي  ه ان  د.) پ  س م  ی ک  ن  ن  د ت  ول  ي  د را ف  ض  ا و خ  ط  ی ان  د ( م  س  ت  ق  ل م  ی گ  ي  ري  م ن  ظ  ر در را

پ  اي  ه →ت  غ  ي  ي  ر [A]BB = [id]StB [A]StSt[id]
B
St =

= [[id]BSt]
−۱A[id]BSt =

۱ ۱

۱ ۳

−۱

A

۱ ۱

۱ ۳

 =

۴ ۰

۰ ۶


ش  ون  دگ  ی: ق  ط  ری



۶۱ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

ش  ده ت  ول  ي  د A وي  ژه ب  رداره  ای از ت  ن  ه  ا ک  ه ب  اش  د داش  ت  ه وج  ود Rn ب  رای پ  اب  ه ای اگ  ر ب  گ  ي  ري  د. ن  ظ  ر در را An×n م  ات  ري  س
ه  س  ت  ن  د. A وي  ژه م  ق  ادي  ر آن ق  ط  ر اع  ض  ای و اس  ت ق  ط  ری م  ات  ري  س ي  ک B پ  اي  ه در A م  ات  ري  س ن  م  اي  ش ،B م  ث  ل ب  اش  ن  د

B = {v۱ ̸= ۰, . . . , vn ̸= ۰} , ∃λ۱, . . . , λn Avi := λvi

[A]BB =


... ...
v۱ . . . vn
... ...


−۱

A


... ...
v۱ . . . vn
... ...


Av۱ = λ۱v۱

م  خ  ت  ص  ات  ی →−−−−−−ن  م  اي  ش Av۱ =< λ۱, . . . , ۰ >

[A]BB =


λ۱ ۰ . . . ۰

۰ λ۲ . . .
. . . ...

... ۰ . . .
...

۰ ۰ . . . λn

⇒ اس  ت ق  ط  ری

اس  ت. ش  ون  ده ق  ط  ری A م  ات  ري  س آن گ  اه ک  ن  ن  د ت  ول  ي  د را ف  ض  ا وي  ژه ب  رداره  ای اگ  ر
م  ق  ادي  ر اي  ن ب  ه م  ت  ن  اظ  ر داري  م وي  ژه ب  ردار n ح  داق  ل آن گ  اه ب  اش  د داش  ت  ه م  ت  م  اي  ز وي  ژه م  ق  دار n An×n اگ  ر خ  اص: ح  ال  ت

وي  ژه.

α۱v۱ + α۲v۲ + · · ·+ αnvn = ۰

αλ۱v۱ + α۲λ۲v۲ + · · ·+ αnλnvn = ۰

−→


۱ . . . ۱

λ۱ . . . λn

... . . . ...
λn

۱ . . . λn
n


(
α۱v۱ . . . αnvn

)
= ۰

det(v) = ̸= ۰⇒ ℵ۱ = α۲ = · · · = αn = ۰

.١-٧١ م  ث  ال

A =


۱ ۲ ۱

۰ ۱ ۰

۱ ۳ ۱





۶۲ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

م  ش  خ  ص  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای (A)

وی  ژه م  ق  ادی  ر (B)

وی  ژه ف  ض  اھ ای (C)
PA(λ) = −λ۳ + ۳λ۲ − (۱+ ۰+ ۱)λ+ det(A)

ش  ون  دگ  ی: ق  ط  ری (D)

PA(λ) = −λ۳ + ۳λ۲ − ۲λ+ ۰

PA(λ) = ۰⇒ −λ(λ۲ − ۳λ+ ۲) = ۰⇒


λ۱ = ۰

λ۲ = ۱

λ۳ = ۲

وی  ژه: ف  ض  ای آوردن ب  دس  ت



۶۳ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

E(۰) = N(A)
G−j
= N


۱ ۲ ۱

۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۰

 = span{v۱ =


−۱

۰

۱

}

E(۱) = N(A− I) = N


۰ ۲ ۱

۰ ۰ ۰

۱ ۳ ۰

 = N


۱ ۳ ۰

۰ ۲ ۱

۰ ۰ ۰

 = span{v۲ =


۳

−۱

۲

}

E(۲) = N(A− ۲I) = N


−۱ ۲ ۱

۰ −۱ ۰

۱ ۳ −۱

 = N


−۱ ۲ ۱

۰ ۵ ۰

۰ ۰ ۰

 = span{v۳


۱

۰

۱

}

P = [v۱|v۲|] =


−۱ ۳ ۱

۰ −۱ ۰

۱ ۲ ۱



P−۱AP = · · · = اس  ت ق  ط  ری =


۰ ۰ ۰

۰ ۱ ۰

۰ ۰ ۲


دارن  د. ن  ی  ز ی  ک  س  ان  ی وی  ژه م  ق  ادی  ر آن گ  اه (B = P−۱AP ) ب  اش  ن  د م  ت  ش  اب  ه م  ات  ری  س ھ ای B و A اگ  ر .١-٧٢ ت  ذک  ر

ن  ب  اش  د. آن وی  ژه م  ق  دار ۰ اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت م  ع  ک  وس پ  ذی  ر A .١-٧٣ ق  ض  ی  ه

اث  ب  ات.

PB(λ) = det(B − λI) = det(P−۱AP − λP−۱IP ) =

det(P−۱(A− λI)P ) = det(P−۱) det(A− λI) det(P ) = det(A− λI)

ب  اش  د. ق  ط  ری م  ات  ری  س ی  ک ب  ا اس  ت م  ش  اب  ه A اگ  ر ف  ق  ط و اگ  ر اس  ت ش  ون  ده ق  ض  ری A .٧۴-١ ق  ض  ی  ه

⇒ PA(A) = ۰ ھ م  ی  ل  ت  ون: ک  ی  ل  ی

م  ی ک  ن  د. ص  ف  ر را خ  ود م  ش  خ  ص  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای An×n م  رب  ع  ی م  ات  ری  س ھ ر .٧۵-١ ق  ض  ی  ه



۶۴ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

PA(λ) = det(A− λI) م  ش  خ  ص  ه چ  ن  دج  م  ل  ه ای
⇒ (−۱)nAn + (−۱)n−۱(tr(A))An−۱ + · · · − (tr(C))A+ det(A)I = ۰

اث  ب  ات.

PA(λ) = det(A− λI)

B م  ع  ک  وس پ  ذي  ر م  ات  ري  س ي  ک ⇒ب  رای B−۱ =
۱

det(B)
CT , CT = adj(B)→

→ B ال  ح  اق  ی ⇒م  ات  ري  س adj(B)B = det(B)I

adj(A− λI)(A− λI) = det(A− λI)I → م  ات  ري  س ه  ا ف  ض  ای در چ  ن  دج  م  ل  ه ای
اس  ت پ  ي  وس  ت  ه ت  واب  ع و →م  ع  ک  وس پ  ذي  ره  ا Badj(B) = adj(B)B

→م  ع  ک  وس ن  اپ  ذي  ر B۴ → B۴

SVD ت  ج  زی  ه ١ . ١ . ٩

اه  داف:

Am×n = δ۱Z۱ + δ۲Z۲ + · · ·+ δrZr

r = rank(A)

اول ⇒خ  اص  ي  ت ن  زول  ی ⇒ض  راي  ب δ۱ > δ۲ > δ۳ > . . .

دوم >⇒خ  اص  ي  ت Z۱, Z۲ >= tr(Z۱Z
t
۲)

:m× n م  ات  ري  س ه  ای روی داخ  ل  ی ض  رب

< Zi, Zj >= δi,j =

۱ i = j

۰ i ̸= j



۶۵ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

دارد: زي  ر ش  ک  ل ب  ه ت  ج  زي  ه ای Am×n م  ات  ري  س ه  ر

Am×n = Um×m

∑
m×n

V T
n×n

UTU = UUT = I

V TV = V V T = I

م  ت  ع  ام  د ان  د م  ات  ري  س ه  ای V و U

∑
i ̸=j

i, j = ۰
∑

=

 O

O


n×n

اس  ت. ش  ون  ده ق  ط  ری و دارد ح  ق  ی  ق  ی ص  رف  ا وی  ژه م  ق  ادی  ر ،An×n م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س ھ ر ط  ي  ف  ی). (ق  ض  ي  ه ٧۶-١ ق  ض  ی  ه

AT
n×n = An×n م  ت  ق  ارن: اث  ب  ات.

م  ق  دار λ = a + bi ک  ن  ي  د ف  رض م  ی آي  د. ب  دس  ت م  خ  ت  ل  ط ج  واب n و م  ی ک  ن  ي  م ح  ل م  خ  ت  ل  ط اع  داد در را PA(λ) = ۰

ب  اش  د. وي  ژه

S = (A− (a+ bi)I)(A− (a− bi)I) = A۲ − ۲aA+ (a۲ + b۲)I = (A− aI)۲ + b۲I

SX̂ = ۰→< SX̂, X̂ >= ۰

→< (A− (a+ bi)I(A− (a− bi)I)X̂, X̂ >= ۰

→< (A− (a− bi)I)X̂ = (A− (a− bi)I)X̂ > = ۰

< AX̂ − (a− bi)X̂, AX̂ − (a− bi)X̂ > = ۰

< AX̂,AX̂ > +b۲|X|۲ + ۲ < bX̂,AX̂ > i = ۰

→ b = ۰

م  ی ت  وان  ی  م ن  ام  ن  ف  ی ان  د.) وی  ژه م  ق  ادی  ر (ت  م  ام ب  اش  د م  ع  ی  ن و ن  ام  ت  ف  ی و ب  اش  د م  ت  ق  ارن م  ات  ری  س An×n .١-٧٧ ت  ذک  ر
XAXT ≥ ۰ ک  ن  ی  م. ح  س  اب را

√
A

A = PDP−۱ →
√
A = P

√
DP−۱



۶۶ ب  ردار n ت  وس  ط ش  ده ت  ول  ي  د زي  رف  ض  ای ب  ر ب  رداره  ا ت  ص  وي  ر م  ح  اس  ب  ه .۱ . ۱

SVD

Am×n = Un×m

∑
m×n

V T
n×n

→ Am×nA
T
n×m = U

∑
V TV

T∑
UT = U

∑ T∑
UT

⇒ U
∑
m×n

T∑
n×m

U−۱

اس  ت: زي  ر (δi ≥ ۰) ب  ه ص  ورت ∑m× n م  ات  ري  س خ  لاص  ه:



δ۱
...

. . . ... O

δr
...

. . . . . . . . .
...

P
... ∗


m×n

ه  س  ت  ن  د. ATA و AAT ن  اص  ف  ر م  ش  ت  رک وي  ژه م  ق  ادي  ر δ۲
i

U
∑

V T = (u۱|u۲| . . . |um)


δ۱ O

O δn
O

O O

 (v۱|v۲| . . . |vn)T

= δ۱u۱v
T
۱ + δ۲u۲v

T
۲ + · · ·+ δrurv

T
r

م  ی گ  ي  ري  م. رادي  ک  ال و ک  رده ح  س  اب را ATA وي  ژه م  ق  ادي  ر δiه  ا آوردن ب  دس  ت ب  رای
house

holder

Am×n

house

holder



Am×n : Rn → Rm

Rn = R(A) +N(A)

Rm = C(A) +N(A)
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